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Vorwort.

Seit beinahe einem Jahrhundert sind Mathematiker und
Logiker mit Erfolg bemiiht, aus der Logik eine strenge Wissen-
schaft zu machen. Dieses Ziel ist in einem gewissen Sinn erreicht
worden: man hat gelernt, in der Logistik mit Symbolen und
Formeln #dhnlich denen der Mathematik in strenger Weise zu
operieren. Aber ein logisches Buch mufl auBer den Formeln auch
Zwischentext enthalten, der mit Hilfe der gewdhnlichen Wort-
sprache itber die Formeln spricht und ihren Zusammenhang
klar macht. Dieser Zwischentext 1t oft an Klarheit und Exakt-
heit manches zu wiinschen iibrig. In den letzten Jahren nun
hat sich bei den Logikern verschiedener Richtungen immer mehr
die Einsicht entwickelt, daB dieser Zwischentext das Wesentliche
an der Logik ist und daB es darauf ankommt, fiir diese Satze
iber Sitze eine exakte Methode zu entwickeln. Dieses Buch
will die systematische Darstellung einer solchen Methode, der
»slogischen Syntax”, geben (nihere Erliuterungen in der
Einleitung, §§ 1, 2).

In unserem ,,Wiener Kreis*“ und in manchen shnlich gerich-
teten Gruppen (in Polen, Frankreich, England, USA. und ver-
einzelt sogar in Deutschland) hat sich gegenwirtig die Auffagsung
immer deutlicher herausgebildet, daB die traditionelle meta-
physische Philosophie keinen Anspruch auf Wissenschaftlichkeit
machen kann. Was an der Arbeit des Philosophen wissenschaft-
lich haltbar ist, besteht — soweit es nicht empirische Fragen
betrifft, die der Realwissenschaft zuzuweisen sind — in logischer
Analyse. Die logische Syntax will nun ein Begriffsgebdude, eine
Sprache liefern, mit deren Hilfe die Ergebnisse logischer Analyse
exakt formulierbar sind. Philosophie wird durch Wissen-
schaftslogik, d. h. logische Analyse der Begriffe und Sitze
der Wissenschaft ersetzt; Wissenschaftslogik ist nichts
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anderes als logische Syntax der Wissenschaftssprache.
Das ist das Ergebnis, zu dem die Uberlegungen des SchluBkapitels
dieses Buches fiihren.

Dieses Buch will fiir die Bearbeitung der Probleme der Wissen-
schaftslogik das erforderliche Werkzeug in Gestalt einer exakten
syntaktischen Methode liefern. Das geschieht zundchst dadurch,
daB die Syntax zweier besonders wichtiger Beispielsprachen
aufgestellt wird, die wir als ,,Sprache I* und ,,Sprache II* be-
zeichnen. Sprache I ist von einfacher Gestalt und umfalt einen
engeren Begriffskreis. Sprache II ist reicher an Ausdrucks-
mitteln; in ihr konnen alle Sitze der klassischen Mathematik
und der klassischen Physik formuliert werden. Bei beiden Spra-
chen wird nicht — wie in der Logistik sonst meist ~— nur der
mathematisch-logische Teil der Sprache dargestellt und unter-
sucht, sondern wesentlich auch die synthetischen, empirischen
Satze. Diese, die sog. Wirklichkeitssitze, bilden den Kern der
Wissenschaft; die mathematisch-logischen Sitze sind analytisch,
ohne Wirklichkeitsgehalt, nur formale Hilfsmittel.

Am Beispiel der Sprache I wird gezeigt, wie es méglich ist,
die Syntax einer Sprache in dieser Sprache selbst zu formulieren
(Kap. II). Die naheliegende Befiirchtung, dafl dabei Wider-
spriiche (die sog. ,,epistemologischen‘* oder ,,sprachlichen‘* Anti-
nomien) auftreten miiflten, besteht nicht zu Recht.

Nach der Syntax der Sprachen I und II wird (in Kap. IV)
der Entwurf einer allgemeinen Syntax beliebiger
Sprachen gegeben. Dieser Versuch ist vom Ziel noch weit
entfernt. Die Aufgabe jedoch ist von grundséitzlicher Bedeutung.
Der Kreis der moglichen Sprachformen und damit der verschie-
denen moglichen Logiksysteme ist namlich unvergleichlich viel
groBer als der sehr enge Kreis, in dem man sich in den bisherigen
Untersuchungen der modernen Logik bewegt hat. Bisher ist
man von der schon klassisch gewordenen Sprachform, die Russell
gegeben hat, nur hin und wieder in einigen Punkten abgewichen.
Man hat z. B. etwa gewisse Satzformen (z. B. die unbeschrankten
Existenzsiatze) oder SchluBregeln (z. B. den Grundsatz vom
ausgeschlossenen Dritten) gestrichen. Andrerseits hat man aber
auch einige Erweiterungen gewagt. Man hat z. B. in Analogie
zum zweiwertigen Satzkalkiil interessante mehrwertige Kalkiile
aufgestellt, die schlieflich zu einer Wahrscheinlichkeitslogik
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gefiihrt haben; man hat sog. intensionale Sitze eingefiihrt und
mit ihrer Hilfe eine Modalititslogik entwickelt. Der Grund dafiir,
daB man sich bisher nicht weiter von der klassischen Form zu
entfernen wagt, liegt wohl in der weit verbreiteten Auffassung,
man miisse die Abweichungen ,,rechtfertigen®, d. h. nachweisen,
daB die neue Sprachform ,,richtig* sei, die ,,wahre Logik‘‘ wieder-
gebe. Diese Auffassung und die aus ihr entspringenden Schein-
fragen und miiigen Streitigkeiten auszuschalten, ist eine der
Hauptaufgaben dieses Buches. Hier wird die Auffassung ver-
treten, daB man iiber die Sprachform in jeder Beziehung voll-
stindig frei verfiigen kann; daB man die Formen des Aufbaues
der Sitze und die Umformungsbestimmungen (gewdhnlich als
,,Grundsiitze’ und ,,SchluBregeln‘‘ bezeichnet) vollig frei wihlen
kann. Beim Aufbau einer Sprache geht man bisher gewohnlich
50 vor, daB man den logisch-mathematischen Grundzeichen eine
Bedeutung beilegt und dann iiberlegt, welche Sitze und Schliisse
auf Grund dieser Bedeutung logisch richtig erscheinen. Da die
Bedeutungsbeilegung in Worten geschieht und daher ungenau
ist, kann diese Uberlegung auch nicht anders als ungenau und
mehrdeutig sein. Der Zusammenhang wird erst dann klar, wenn
man ihn von der umgekehrten Richtung aus betrachtet: man
wahle willkiirlich irgendwelche Grundsitze und SchluBregeln;
aus dieser Wahl ergibt sich dann, welche Bedeutung die vor-
kommenden logischen Grundzeichen haben. Bei dieser Einstel-
lung verschwindet auch der Streit zwischen den verschiedenen
Richtungen im Grundlagenproblem der Mathematik. Man kann
die Sprache in ihrem mathematischen Teil so einrichten, wie
die eine, oder so, wie die andere Richtung es vorzieht. Eine Frage
der ,,Berechtigung‘‘ gibt es da nicht; sondern nur die Frage der
syntaktischen Konsequenzen, zu denen die eine oder andere
Wahl fiihrt, darunter auch die Frage der Widerspruchsfreiheit.
Die angedeutete Einstellung — wir werden sie als ,,Toleranz-
prinzip“ formulieren (S.44) — bezieht sich aber nicht nur
auf die Mathematik, sondern auf alle logischen Fragen iiberhaupt.
Von diesem Gesichtspunkt aus wird die Aufgabe der Aufstellung
einer allgemeinen Syntax wichtig, d. h. der Definition von syn-
taktischen Begriffen, die auf Sprachen beliebiger Form anwendbar
sind. Im Bereich der allgemeinen Syntax kann man z. B. fiir
die Sprache der Gesamtwissenschaft oder irgendeiner Teilwissen-
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schaft eine bestimmte Form wéhlen und ihre charakteristischen
Unterschiede -zu den andern moglichen Sprachformen exakt
angeben. Jene ersten Versuche, das Schiff der Logik vom festen
Ufer der klassischen Form zu 16sen, waren, historisch betrachtet,
gewifl kithn. Aber sie waren gehemmt durch das Streben nach
»Richtigkeit’*. Nun aber ist diec Hemmung iiberwunden; vor
uns liegt der offene Ozean der freien Moglichkeiten.

An manchen Stellen im Text werden Hinweise auf die
wichtigste Literatur gegeben. Vollstindigkeit ist dabei
nicht angestrebt worden; weitere Literaturangaben findet man
leicht in den angegebenen Schriften. (Die wichtigsten Literatur-
hinweise finden sich an folgenden Stellen: S. 86ff. Vergleich
unsrer Sprache II mit andern logischen Systemen; S. 98ff. iiber
Klassensymbolik; S. 111ff. iiber syntaktische Bezeichnungen;
S. 196{. iiber Modalitétslogik; S. 2061f., 248{. iiber Wissenschafts-
logik.)

Fir die Gedankenginge dieses Buches habe ich viele An-
regungen aus Schriften, Briefen und Gesprichen iiber logische
Probleme erhalten. Die wichtigsten Namen seien hier genannt.
Am meisten verdanke ich den Vorlesungen und Biichern von
Frege. Durch ihn wurde ich auch auf das Standardwerk der
Logistik aufmerksam gemacht, auf die ,,Principia Mathematica“
von Whitehead und Russell. Den Gesichtspunkt der formalen
Theorie der Sprache (in unserer Terminologie: der Syntax) hat
zuerst Hilbert fiir die Mathematik in seiner ,,Metamathematik‘
entwickelt, der die polnischen Logiker, besonders Ajdukiewicz,
Lesniewski, Lukasiewicz, Tarski eine ,Metalogik an die
Seite gestellt haben. Fiir diese Theorie hat Gédel die fruchtbare
Methode der ,,Arithmetisierung’‘ geschaffen. Zum Gesichtspunkt
und zur Methode der Syntax habe ich besonders aus Gesprachen
mit Tarski und Godel wertvolle Anregungen erhalten. Fir
die Uberlegungen iiber den Zusammenhang zwischen Wissen-
schaftslogik und Syntax habe ich Wittgenstein vieles zu ver-
danken; iiber die Unterschiede unserer Auffassungen vgl. S. 208f.
(Zu meinen Bemerkungen, besonders in §§ 17 und 67, gegen
Wittgensteins frithere dogmatische Einstellung teilt mir jetzt
Herr Schlick mit, da Wittgenstein schon seit mehreren
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Jahren in unverdffentlichten Arbeiten die Regeln der Sprache
als vollig frei wihlbar hinstellt. Auch sonst habe ich vieles aus
den Schriften von Autoren gelernt, mit deren Auffassung ich nicht
ganz ibereinstimme; hier sind in erster Linie Weyl, Brouwer,
Lewis zu nennen. Den Herren Behmann und Goédel danke ich
herzlich dafiir, daB sie das Manuskript dieses Buches in einer
fritheren Fassung (1932) gelesen und mir zahlreiche wertvolle
Verbesserungsvorschlige gemacht haben.

Wegen Platzmangel mullten einige hergehérige Unter-
suchungen ausgeschieden werden (vgl. die Hinweise in § 34
und 60). Diese werden zum Teil in den Monatsheften fiir
Mathematik und Physik veroffentlicht.

Prag, im Mai 1934.
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Einleitung.
1. Was ist logische Syntax?

Unter der logischen Syntax einer Sprache verstehen wir die
formale Theorie der Sprachformen dieser Sprache: die syste-
matische Aufstellung der formalen Regeln, die fiir diese Sprache
gelten, und die Entwicklung der Konsequenzen aus diesen Regeln.
Formal soll eine Theorie, eine Regel, eine Definition od. dgl. heillen,
wenn in ihr auf die Bedeutung der Zeichen (z.B. der Worter)
und auf den Sinn der Ausdriicke (z. B. der Satze) nicht Bezug
genommen wird, sondern nur auf Art und Reihenfolge der Zeichen,
aus denen die Ausdriicke aufgebaut sind.

Nach iiblicher Auffassung sind Syntax und Logik trotz
mancher Zusammenhinge im Grunde Theorien sehr verschiedener
Art. Die Syntax einer Sprache stellt Regeln auf, nach denen
die sprachlichen Gebilde (z. B. die Sitze) aus Elementen (z. B.
aus Woértern und Wortteilen) zusammenzusetzen sind. Die Haupt-
aufgabe der Logik sieht man dagegen in der Aufstellung von
Regeln, nach denen Urteile aus andern Urteilen erschlossen
werden kénnen. Durch die Entwicklung der Logik in den letzten
Jahrzehnten hat sich jedoch immer deutlicher herausgestellt,
daB sie nur dann exakt betrieben werden kann, wenn sie sich
nicht auf die Urteile (Gedanken oder Gedankeninhalte) bezieht,
sondern auf die sprachlichen Ausdriicke, insbesondere die Satze.
Nur in bezug auf diese lassen sich scharfe Regeln aufstellen.
Und in der Praxis hat ja tatsichlich jeder Logiker seit Aristoteles
sich bei der Aufstellung von Regeln an die Sitze gehalten. Aber
auch diejenigen modernen Logiker, die mit uns der Auffassung
sind, daB die Logik es mit den Satzen zu tun hat, pflegen doch
meist zu meinen, dafl es sich in der Logik um die Sinnbeziehungen
zwischen Satzen handle; im Unterschied zu den Regeln der
Syntax seien die der Logik nicht-formal. Demgegeniiber soll

Carnap, Logische Syntax. 1
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hier die Auffassung vertreten und durchgefithrt werden, daB auch
die Logik die Sétze formal zu behandeln hat. Wir werden sehen,
daB die logischen Eigenschaften von Siatzen (z. B. ob ein Satz
analytisch, synthetisch oder kontradiktorisch ist, ob er ein
Existenzsatz ist od. dgl.) und die logischen Beziehungen zwischen
Satzen (z. B. ob zwei Sitze einander widersprechen oder mit-
einander vertrdglich sind, ob der eine aus dem andern logisch
folgt od. dgl.) nur von der syntaktischen Struktur der Sitze
abhingen. So wird die Logik zu einem Teil der Syntax,
wenn diese weit genug gefaflit und exakt formuliert wird. Der
Unterschied zwischen den syntaktischen Regeln im engeren Sinn
und den logischen SchluBiregeln ist nur der Unterschied zwischen
Formregeln und Umformungsregeln; beide aber verwenden :
keine andern als syntaktische Bestimmungen. So ist es gerecht-
fertigt, wenn wir das System, das Formregeln und Umformungs- |
regeln zusammenfaft, als logische Syntax bezeichnen.

Die Aufstellung der formalen Form- und Umformungsregeln :
in bezug auf eine natiirliche Wortsprache (z. B. die deutsche, die °
lateinische) wiirde infolge des unsystematischen und logisch
mangelbhaften Aufbaues so kompliziert sein, dafBl sie praktisch
kaum durchfithrbar wére. Dasselbe gilt auch fiir die kiinstlichen
Wortsprachen (z. B. Esperanto); wenn sie auch manche logischen
Mingel der natiirlichen Sprachen vermeiden, so miissen sie doch
als Umgangssprachen, die sich an die natiirlichen Sprachen an-
lehnen wollen, noch logisch sehr kompliziert sein. Wir wollen
fiir einen Augenblick von den formalen Mangeln der Wortsprachen
absehen und uns an Beispielen klarmachen, daf Formregeln
und Umformungsregeln von gleicher Art sind, und daB beide
formal gefaf3t werden kénnen. DaB z. B. die Wortreihe ,,Piroten
karulieren elatisch® ein Satz ist, kann, wenn eine geeignete
Regel aufgestellt ist, festgestellt werden, sofern nur bekannt ist,
daB ,,Piroten ein Substantivum (im Plural), ,karulieren‘‘ ein
Verbum (in der 3. Pers. Plur. Ind.) und ,,elatisch** ein Adverbium
ist (was tibrigens in einer gut konstruierten Wortsprache, wie z. B.
in Esperanto, aus der Form der Worter zu ersehen sein wiirde);
die Bedeutung der Worter braucht hierfiir nicht bekannt zu sein.
Ferner kann, wenn eine geeignete Regel aufgestellt ist, aus dem
genannten Satz und dem Satz ,,A ist ein Pirot‘‘ der Satz ,,A karu-
liert elatisch‘‘ erschlossen werden, wenn nur wieder die Wort-
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arten der einzelnen Worter bekannt sind; auch hierfiir braucht
ihre Bedeutung und der Sinn der drei Sitze nicht bekannt zu sein.

Wegen der Méangel der Wortsprachen wird in diesem Buche
nicht die logische Syntax einer solchen Sprache aufgestellt,
sondern die zweier konstruierter symbolischer Sprachen (d. h.
solcher, die anstatt der Worter Formelzeichen verwenden). Das
gleiche pflegt man ja iiberhaupt in der modernen Logik zu tun;
nur in der symbolischen Sprache ist es gelungen, zu exakten
Formulierungen und strengen Beweisen zu gelangen. Und so wird
es auch nur in bezug auf eine solche konstruierte symbolische
Sprache moglich sein, ein zugleich strenges und einfaches Regel-
system aufzustellen. Nur ein solches strenges und einfaches
System macht es uns moglich, Eigenart und Reichweite der
logischen Syntax deutlich zu machen.

Die Sétze, Definitionen und Regeln der Syntax einer Sprache
handeln von den Formen dieser Sprache. Wie aber sind nun diese
Siatze, Definitionen und Regeln selbst korrekt auszudriicken ?
Ist hierfiir sozusagen eine Ubersprache erforderlich und fiir deren
Syntax eine dritte Sprache und so fort ins Unendliche ? Oder
aber ist es moglich, die Syntax einer Sprache in dieser selbst zu
formulieren ? Es liegt die Befiirchtung nahe, da8 bei einem solchen
Vorgehen Widerspriiche auftreten konnten, wie sie bekanntlich
in der Cantorschen Mengenlehre und in der vor-Russellschen
Logik durch gewisse riickbeziehende Begriffsbildungen von
scheinbar dhnlicher Art entstanden sind. Wir werden aber spater
sehen, daB es moglich ist, die Syntax einer Sprache widerspruchs-
frei in dieser Sprache selbst auszudriicken in dem Umfang, der
durch den Reichtum der betreffenden Sprache an Ausdrucks-
mitteln bedingt ist.

Zunichst wollen wir uns jedoch um diese Frage nicht
kiimmern, so bedeutungsvoll sie auch ist. Wir werden die syntak-
tischen Begriffe in bezug auf die von uns gewihlten Sprachen
aufstellen und die Frage, ob wir die mit Hilfe dieser Begriffe
gebildeten Sitze und Regeln in jener Sprache selbst ausdriicken
kénnen oder nicht, fiir spiter beiseite lassen. Bei der ersten Auf-
stellung einer Theorie pflegt ja iiberhaupt ein solches gewisser-
mafBen naives Vorgehen fruchtbarer zu sein: man macht zuerst
Geometrie, Arithmetik, Differentialrechnung, Physik; erst spiter
(zuweilen Jahrhunderte spéter) stellt man erkenntnistheoretische

1*
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und logische Erorterungen iiber die schon entwickelten Theorien
an. So werden auch wir zunichst die Syntax machen und erst
spiter ihre Begriffe formalisieren und dadurch ihren logischen
Charakter bestimmen.

Bei diesem Vorgehen haben wir es zunachst mit zwei Sprachen
zu tun: mit der Sprache, die das Objekt unserer Darstellung
bildet — wir wollen sie die Objektsprache nennen —, und mit der
Sprache, in der wir iiber die syntaktischen Formen der Objekt-
sprache reden — wir wollen sie die Syntaxsprache nennen. Als
Objektsprachen nehmen wir, wie gesagt, bestimmte symbolische
Sprachen; als Syntaxsprache verwenden wir zunéchst einfach die

deutsche Sprache, wobei wir einige Frakturzeichen zu Hilfe
nehmen.

2. Sprachen als Kalkiile.

Unter einem Kalkiil versteht man ein System von Fest- i

setzungen der folgenden Art. Die Festsetzungen beziehen sich

auf Elemente, die sogenannten Zeichen, von deren Beschaffen- |

heiten und Beziehungen nichts weiter vorausgesetzt wird, als daB

sie in bestimmte Klassen eingeteilt sind. Jede beliebige endliche °
Reihe von Zeichen heiBt ein Ausdruek des betreffenden Kalkiils. Die
Festsetzungen des Kalkiils bestimmen nun erstens, unter welchen
Bedingungen ein Ausdruck zu irgend einer bestimmten Ausdrucks-
art gerechnet werden soll, und zweitens, unter welchen Bedingungen
die Umformung eines oder mehrerer Ausdriicke in einen andern
gestattet sein soll. So ist z. B. das System einer Sprache, wenn
nur die formale Struktur im frither erlauterten Sinne betrachtet
wird, ein Kalkiil; die beiden Arten von Festsetzungen sind das,
was wir frither Formregeln und Umformungsregeln genannt
haben, nimlich die syntaktischen Regeln im engeren Sinn (z. B.
,,Bin Ausdruck dieser Sprache heifit ein Satz, wenn er in solcher
oder solcher Weise aus Zeichen der und der Arten in der und der
Reihenfolge besteht) und die sogenannten logischen Schluf-
regeln (z. B. ,Ist ein Satz in der und der Weise aus Zeichen
zusammengesetzt und ein anderer in der und der andern Weise,
so kann der zweite aus dem ersten erschlossen werden‘‘). Ferner
ist jede wohlbestimmte mathematische Disziplin ein Kalkiil in
diesem Sinn. Aber auch das System der Schachspielregeln ist
ein Kalkiil; die Schachfiguren sind die Zeichen (hier, im Unter-




‘Theorien
und erst
logischen

Sprachen
wstellung
d mit der
r Objekt-

men. Als
nbolische |

nfach die

zu Hilfe 1

on Fest-
shen sich
sschaffen- |
1, als daB
s endliche
lkiils. Die |
¢ welchen i

asdrucks-

ingungen :
n andern

he, wenn
etrachtet
sind das,

genannt

nn (z. B. -
n solcher J§
> und der ‘§
SchluB-
» Zeichen -
'n Weise, 1
). Ferner :
Ralkill in ;
egeln ist i
n Unter- §

Sprachen als Kalkiile. 5

schied zu den Sprachen, ohne Bedeutung), die Formregeln be-
stimmen die Figurenstellungen, insbesondere die Anfangsstellung
des Spiels, die Umformungsregeln bestimmen die erlaubten Spiel-
ziige, d. h. die zuldssigen Umformungen einer Stellung in eine
andere.

Logische Syntax im weitesten Sinn ist dasselbe wie Auf-
stellung und Behandlung von Kalkiilen. Nur weil die Sprachen
die wichtigsten Beispiele fiir Kalkiile sind, pflegt man meist
nur Sprachen syntaktisch zu untersuchen. In den meisten Kalkiilen
(auch solchen, die nicht Sprachen im eigentlichen Sinne sind)
sind die Elemente Schreibfiguren. Der Terminus ,,Zeichen* soll
hier nur soviel heiBen wie ,,Figur. Es wird nicht etwa voraus-
gesetzt, daB ein solches Zeichen eine Bedeutung hat oder etwas
bezeichnet.

Wenn wir sagen, da8 die logische Syntax die Sprache als
einen Kalkiil behandelt, so ist damit nicht gesagt, daB hierbei
angenommen wird, die Sprache sei nichts weiter als ein Kalkiil.
Es ist nur gesagt, daB die Syntax sich auf die Behandlung der
kalkiilmaBigen, d. h. formalen Seite der Sprache beschrinkt.
Eine eigentliche Sprache hat dariiber hinaus andere Seiten, die
durch andere Betrachtungsweisen zu untersuchen sind. Thre
Worter haben eine Bedeutung; das wird von der Semasiologie
betrachtet; die Worter und Ausdriicke der Sprache stehen mit
Vorstellungen und Handlungen in enger Beziehung, was die
Psychologie zu untersuchen hat; die Sprache bildet eine historisch
gegebene Methode der Verstindigung, also einer bestimmten
gegenseitigen Einwirkung, innerhalb einer bestimmten Menschen-
gruppe, damit hat es die Soziologie zu tun. Die Sprachwissenschaft
im weitesten Sinn untersucht die Sprache von allen diesen Gesichts-
pPunkten aus: vom syntaktischen (in unserem Sinn, also vom
formalen), vom semasiologischen, vom psychologischen, vom
soziologischen Gesichtspunkt.

Wir haben gesagt: die Syntax hat es nur mit den formalen
Eigenschaften der Ausdriicke zu tun. Dies werde noch niher er-
liutert. Angenommen, zwei Sprachen S, und S, verwenden un-
gleiche Zeichen, aber so, daB sich eine eineindeutige Zuordnung
zwischen den Zeichen von S, und denen von S, herstellen 148t
dfarart, daB jede syntaktische Bestimmung in bezug auf S; in
eine solche in bezug auf S, libergeht, wenn wir sie anstatt auf die
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Zeichen von S, auf die jeweils zugeordneten Zeichen von S,
beziehen, und umgekehrt. Dann sind zwar die beiden Sprachen
nicht gleich, aber sie haben dieselbe formale Struktur (wir
nennen sie isomorphe Sprachen). Fiir die Syntax kommt es nur
auf die Struktur der Sprachen in diesem Sinn an. Fiir die Syntax

ist es gleichgiiltig, ob etwa die eine von zwei symbolischen Sprachen

immer ,&° schreibt, wo die andere ,.‘ schreibt (bei Wortsprachen:

ob die eine immer ,and‘ schreibt, wo die andere ,und‘ schreibt), ;
falls die Form- und die Umformungsregeln analog sind. Ob z. B. |
ein bestimmter Satz analytisch ist oder nicht, ob ein bestimmter ;
Satz aus einem bestimmten andern folgt oder nicht, das hingt |
nur von der formalen Struktur der Sprache und der betreffenden
Satze ab. Die Gestalt der Einzelzeichen ist hierfiir gleichgiiltig; $§
von dieser Gestalt wird daher in einer exakten syntaktischen
Definition nicht die Rede sein. Ferner ist es fiir die Syntax gleich- ;

giltig, daB z. B. das Zeichen ,und‘ gerade ein Ding aus Drucker-
schwirze ist; die formale Struktur der Sprache bliebe ungeindert,

wenn wir itbereinkommen wiirden, an Stelle jenes Zeichens immer §
ein Streichholz auf das Papier zu legen. So wird uns klar: als
Ausdriicke eines Kalkiils oder speziell einer Sprache kénnen irgend !
welche Reihen irgend welcher Dinge dienen; man braucht nur die !

3

betreffenden Dinge in bestimmte Arten einzuteilen und kann dann
Sprachausdriicke in Form von Dingreihen bilden, die gemif den

Formregeln zusammengesetzt sind. In den gewohnlichen Sprachen
sind die Zeichenreihen (Ausdriicke) entweder zeitliche Reihen von :

Lauten oder rédumliche Reihen von auf dem Papier erzeugten
Korpern. Ein Beispiel fiir eine Sprache, die bewegliche Dinge als
Zeichen verwendet, ist etwa eine Kartothek; die Karten dienen
als Gegenstandsnamen fiir die Biicher einer Biicherei, die Karten-

reiter als Eigenschaftsbezeichnungen (z. B. ,,verliehen®, ,beim °
Buchbinder* u. dgl.); eine Karte mit aufgestecktem Reiter

bildet einen Satz.

Die Syntax einer Sprache oder eines sonstigen Kalkiils
handelt allgemein von den Strukturen moglicher Reihen-
ordnungen (bestimmter Art) beliebiger KElemente. Wir '
werden reine und deskriptive Syntax unterscheiden. Die reine
Syntax bezieht sich auf die moglichen Ordnungen, ohne Riick- -
sicht darauf, was fiir Dinge als Elemente der verschiedenen Arten
gelten sollen und welche moglichen Ordnungen dieser Elemente |

;
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irgendwo verwirklicht sind (z. B. auf die méglichen Satzformen,
ohne Riicksicht auf die Gestalt der Woérter und darauf, welche
Satze irgendwo in der Welt auf dem Papier stehen). In der reinen
Syntax werden nur Definitionen aufgestellt und Konsequenzen
aus ihnen entwickelt; sie ist daher durchweg analytisch. Sie ist
nichts anderes als Kombinatorik oder, wenn man will, Geo-
metrie endlicher diskreter Reihenstrukturen bestimmter Art.
Die deskriptive Syntax verhilt sich zur reinen wie die physi-
kalische Geometrie zur mathematischen; sie handelt von den
syntaktischen Eigenschaften und Beziehungen empirisch vor-
liegender Ausdriicke (z. B. von den Sétzen eines bestimmten

Buches). Hierfiir ist — ebenso wie fiir die Anwendung der Geo-

metrie — die Aufstellung von sogenannten Zuordnungsdefini-
tionen erforderlich, durch die festgesetzt wird, welche Gegen-
standsarten den syntaktischen Elementarten entsprechen sollen
(z. B.: ,,Als Disjunktionszeichen sollen Korper aus Drucker-
schwirze von der Gestalt ,v genommen werden‘‘). Sitze der
deskriptiven Syntax konnen z. B. aussagen, daB der vierte und
der siebente Satz einer bestimmten Abhandlung einander wider-
sprechen oder daB ihr zweiter Satz nicht syntaxgemiB gebil-
det ist.

Wenn wir sagen, die reine Syntax spreche iiber Satz-
formen, so ist dies ,,Sprechen iiber im uneigentlichen Sinn
gemeint. Ein analytischer Satz spricht ja nicht im eigentlichen
Sinn ,,iiber* etwas, so wie ein empirischer Satz, denn er ist gehalt-
leer. Das uneigentliche ,,Sprechen iiber ist hier in demselben
Sinn gemeint, in dem man von der Arithmetik zu sagen pflegt,
sie spreche iiber die Zahlen, oder von der reinen Geometrie, sie
spreche iliber geometrische Gebilde.

Wir sehen: wenn wir etwa eine bestimmte wissenschaftliche
Theorie vom logischen Gesichtspunkt aus untersuchen und
beurteilen, so sind die Ergebnisse dieser logischen Analyse
zu formulieren als syntaktische Siatze, sei es in der reinen,
8el es in der deskriptiven Syntax. Wissenschaftslogik (logische
Methodologie) ist nichts anderes als Syntax der Wissenschafts-
8prache; das soll im SchluBkapitel dieses Buches niher gezeigt
werden. Eine erhohte Bedeutung gewinnen die syntaktischen
Probleme auf dem Boden der antimetaphysischen Auffassung, wie
Wir sie im Wiener Kreis vertreten. Nach dieser Auffassung sind
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die Satze der Metaphysik Scheinsitze, die sich bei logischer
Analyse als leer oder als syntaxwidrig erweisen; von den soge-
nannten philosophischen Problemen bleiben als sinnvolle Fragen
nur die der Wissenschaftslogik iibrig. Wer diese Auffassung teilt,
wird somit an Stelle von Philosophie logische Syntax
fordern. Die genannte antimetaphysische Auffassung wird jedoch
in den Untersuchungen dieses Buches weder als Voraussetzung
noch als Behauptung auftreten. Die folgenden Untersuchungen
haben formalen Charakter und sind nicht abhingig von dem,
was man philosophische Richtung zu nennen pflegt.

Die Methode der Syntax, die im folgenden entwickelt werden
soll, wird nicht nur der logischen Analyse wissenschaftlicher
Theorien dienen konnen, sondern auch der logischen Analyse |
der Wortsprachen. Wir werden zwar hier aus den friiher

angedeuteten Griinden symbolische Sprachen behandeln. Aber 1

die syntaktischen Begriffe und Regeln konnen dann — nicht im °
einzelnen, aber ihrem allgemeinen Charakter nach — auch auf
die Analyse der ungeheuer komplizierten Wortsprachen iiber-
tragen werden. Das bisher iibliche Vorgehen der direkten Analyse
der Wortsprachen muflte ebenso scheitern, wie ein Physiker
scheitern wiirde, wenn er von vornherein seine Gesetze auf die
vorgefundenen Dinge, Steine, Biume usw. beziehen wollte. Der
Physiker bezieht seine Gesetze zuniichst auf einfachste kon-
struierte Formen: auf einen diinnen, geraden Hebel, auf ein
Fadenpendel, auf punktférmige Massen u. dgl.; mit Hilfe dieser
auf konstruierte Gebilde bezogenen Gesetze ist er dann spiter
imstande, das komplizierte Verhalten der wirklichen Kérper in
geeignete Faktoren zu zerlegen und dadurch zu beherrschen.
Ein anderes Gleichnis: die komplizierte Gestalt der Gebirge,
Fliisse, Landergrenzen usw. lif3t sich am besten mit Hilfe der
geographischen Koordinaten darstellen und untersuchen, also
durch Vergleich mit in der Natur nicht gegebenen, konstruierten
Linien. So wird sich die syntaktische Beschaffenheit einer be-
stimmten Wortsprache, etwa der deutschen, oder bestimmter
Klassen von Wortsprachen oder einer bestimmten Teilsprache
einer Wortsprache am besten durch den Vergleich mit einer
als Bezugssystem dienenden konstruierten Sprache darstellen
und untersuchen lassen. Diese Aufgabe liegt jedoch auBerhalb
des Rahmens dieses Buches.
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Terminologische Bemerkungen. Die Begrindung der Wahl
des Terminus ,(logische) Syntax‘ ist im vorstehenden gegeben. Den Zu-
satz ,Jogisch‘ wird man fortlassen konnen, wo keine Verwechslung mit
der linguistischen Syntax (die nicht rein formal verfihrt und nicht
zur Aufstellung eines strengen Regelsystems gelangt) zu befiirchten
ist, also z. B. im folgenden Text dieses Buches oder in logischen Ab-

" handlungen.

Die ersten Kalkiile im angegebenen Sinn sind — wie schon das
Wort vermuten 148t — in der Mathematik entwickelt worden. Als
erster hat Hilbert die Mathematik als Kalkiil im strengen Sinn auf-
gefaflt, d.h. ein System von Regeln aufgestellt, das die mathe-
matischen Formeln in ibrer formalen Struktur zum Objekt hat.
Diese Theorie hat er Metamathematik genannt; als ibr Ziel hat
er den Nachweis der Widerspruchsfreiheit der klassischen Mathematik
hingestellt. Die Metamathematik ist — wenn man sie im weitesten
Sinn nimmt und ihr nicht nur die genannte Aufgabe stellt — die
Syntax der mathematischen Sprache. In Analogie zu der Hilbert-
schen Bezeichnung haben die Warschauer Logiker (Lukasiewicz
und andere) von ,Meta-Aussagenkalkil’, ,Metalogik® u. dgl. ge-
sprochen. Vielleicht ist das Wort ,Metalogik® geeignet zur Bezeich-
nung des Teilgebietes der Syntax, in dem es sich um die logischen
Sitze im engeren Sinn (ohne die mathematischen) handelt.

Die Bezeichnung ,Semantik‘ wird von Chwistek fiir eine von
ihm aufgebaute Theorie verwendet, die sich eine &hnliche Aufgabe
stellt wie unsere Syntax, aber nach ganz anderer Methode verfihrt
(hieritber spiter). Da dieses Wort aber in der Sprachwissenschaft
meist als gleichbedeutend mit ,Semasiologie‘ oder ,Bedeutungslehre
genommen wird, ist es vielleicht nicht ganz zweckmdifig, es auf die
Syntax, also auf eine formale, von den Bedeutungen absehende
Theorie zu iibertragen. [Vgl. M. Bréal, Essai de Sémantique.
Science des Significations. Paris 1897, 5. A. 1921, S. 8: ,,la science,
que j’ai proposé d’appeler la Sémantique** mit Anmerkung: ,,Znuevzexy)
téyvy, la science des significations‘.]

Die Bezeichnung ,Sematologie‘ mége (nach Biihler) fir die
empirische (psychologische, soziologische) Theorie von der Ver-
wendung von Zeichen im weitesten Sinn vorbehalten bleiben. Die
empirische Sprachwissenschaft ist dann ein Teilgebiet der Semato-
logie. Von ihr zu unterscheiden ist die Semasiologie, die, als Teil
der Sprachwissenschaft, die Bedeutungen der Ausdricke der ge-
schichtlich gegebenen Sprachen untersucht.
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I. Die definite Sprache I.

A. Formbestimmungen fiir Sprache I.

3. Pridikate und Funktoren.

Die Methode der Syntax soll hier an zwei bestimmten symboli-
schen Sprachen als Objektsprachen entwickelt werden. Die erste
dieser Sprachen — wir nennen sie ,,Sprache I oder kurz ,,I* —
umfaBt auf mathematischem Gebiet die elementare Arithmetik
der natiirlichen Zahlen in einem gewissen beschrankten Umfang,
wie er etwa denjenigen Auffassungen entspricht, die sich als
konstruktivistisch, finitistisch oder intuitionistisch bezeichnen.
Diese Beschriankung ist vor allem dadurch gekennzeichnet, dafl :
nur definite Zahleigenschaften vorkommen, d. h. solche, iiber ;
deren Vorliegen oder Nichtvorliegen fiir eine beliebige Zahl 3
stets in endlich vielen Schritten nach festem Verfahren entschieden |
werden kann. Wegen dieser Beschrinkung nennen wir I auch

eine definite Sprache; diese Sprache ist jedoch nicht definit in }

dem strengen Sinn, daB jeder ihrer Sidtze definit, d. h. entscheid-

bar, wire. Spiter werden wir die Sprache II behandeln, die I als il

Teilsprache enthilt. Sprache II enthalt auch indefinite Begriffe;
sie umfaft auch die Arithmetik der reellen Zahlen und die Analysis
im Umfang der klassischen Mathematik, ferner die Mengenlehre. :
Die Sprachen I und IT sollen aber nicht nur Mathematik enthalten,
sondern vor allem auch die Méglichkeit geben, empirische Satze
iiber irgend ein Gegenstandsgebiet zu bilden. In II kann z. B.
die klassische und relativistische Physik formuliert werden. Wir
legen sogar besonderes Gewicht auf die syntaktische Behandlung
der synthetischen (nicht rein logisch-mathematischen) Satze, die
in der modernen Logik meist vernachlassigt werden. Die mathema-
tischen Sitze sind, vom Gesichtspunkt der Gesamtsprache be-
trachtet, nur Hilfsmittel zum Operieren mit empirischen, also
nicht-mathematischen Sitzen.

In Kapitel I wird die Syntax der Sprache I aufgestellt; als
Syntaxsprache dient hier die deutsche Sprache, erginzt durch
einige Frakturzeichen. In Kapitel IT wird die Syntax von Sprachel
selbst wiederum formalisiert, d. h. in einer kalkiilmiBigen Sprache
ausgedriickt, und zwar in der Sprache I selbst. In Kapitel III
wird die Syntax der reicheren Sprache II aufgestellt, aber nur
nach der einfacheren Methode (Wortsprache). In Kapitel IV ver-
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lassen wir die Objektsprachen I und II und entwerfen eine all-
gemeine Syntax, die sich auf beliebige Sprachen bezieht.

Fir das Verstandnis des Folgenden ist Vorkenntnis der Elemente
der Logistik (symbolischen Logik) nicht unbedingt erforderlich,
aber wiinschenswert. Erginzungen zu den im folgenden gegebenen
kurzen Erliuterungen der Logistik findet man in den iblichen Dar-
stellungen des Satzkalkiils und des sogenannten Funktionenkalkiils,
z. B. in Hilbert [Logik] und Carnap [Logistik].

Eine Sprache, die iiber die Gegenstiande irgend eines Gebietes
spricht, kann diese Gegenstinde entweder durch Eigennamen
bezeichnen oder durch systematische Stellenbezeichnungen,
d. h. durch Zeichen, die die Stellung der Gegenstinde im System
und damit auch ihre gegenseitige Lage kenntlich machen. Stellen-
bezeichnungen sind z. B. die Hausnummern, im Unterschied zu
den frither gebrauchlichen Eigennamen (z. B. ,,Haus zum roten
Hirschen*); die Ostwaldsche Bezeichnung der Farben durch
Buchstaben und Ziffern, im Unterschied zur Bezeichnung durch
Farbnamen (,,Blau‘‘); die Bezeichnung geographischer Orte durch
geographische Linge und Breite, im Unterschied zur Bezeichnung
durch Eigennamen (,,Wien“, , Nordkap‘); die Bezeichnung von
Raum-Zeit-Punkten durch Koordinatenquadrupel (Raum- und
Zeitkoordinaten; 4 reelle Zahlen), wie in der Physik iblich. Die
Methode der Eigennamen ist die urspriingliche; die Methode der
Stellenbezeichnungen entspricht einem fortgeschritteneren Stadium
der Wissenschaft, sie hat erhebliche methodische Vorziige vor
jener. Eine (Teil-) Sprache, die die Gegenstinde des von ihr
behandelten Gebietes durch Stellenbezeichnungen benennt, wollen
wir eine Koordinatensprache nennen, im Unterschied zu den
Namensprachen.

In der symbolischen Logik pflegt man bisher gewdohnlich
Namensprachen zu verwenden, indem man die Gegenstinde
etwa mit den Eigennamen ,a‘, ,b‘ usw. bezeichnet (entsprechend
den Bezeichnungen ,Mond‘, ,Wien‘, ,Napoleon‘ der Wortsprache).
Wir wollen hier als Objektsprachen Koordinatensprachen nehmen;
und zwar werden in der Sprache I die natiirlichen Zahlen als Ko-
ordinaten verwendet. Wir denken uns als Stellengebiet eine ein-
dimensionale Reihe mit einer ausgezeichneten Richtung. Be-
zeichnet ,a‘ eine Stelle dieser Reihe, so soll die nichstfolgende
Stelle mit ,a' bezeichnet werden. Die Anfangsstelle wird mit
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,0° bezeichnet; also sind die folgenden Stellen mit ,0*, ,0" usw.
zu bezeichnen. Derartige Ausdriicke nennen wir Strichausdriicke.
Da sie fiir héhere Stellen sehr umstidndlich sind, werden wir als
Abkiirzungen die iiblichen Zahlzeichen durch Definitionen ein-
fithren: ,1‘ far ,0%, ,2¢ fiir ,0" usw. Will man die Stellen eines zwei-,
drei-, n-dimensionalen Gebietes bezeichnen, so verwendet man
dazu geordnete Paare bzw. Tripel bzw. n-tupel von Zahlzeichen.

Um eine Eigenschaft eines Gegenstandes bzw. einer Stelle
oder eine Beziehung zwischen mehreren Gegenstinden bzw.
Stellen auszudriicken, verwendet man Priidikate. Beispiele:

1. ,Blau (3)" soll etwa besagen: ,,die Stelle 3 ist blau“; in einer ;

Namensprache ,Blau(a)‘: ,,der Gegenstand a ist blau‘‘. 2. ' Wr(3,5):
,,die Stelle 3 ist wiarmer als die Stelle 5°; in einer Namen-
sprache ,Wr (a, b)": ,,der Korper a ist wirmer als der Korper b*;
,Va (a, b): ,die Person a ist Vater der Person b wu. dgl.
3. ,P (0, 8, 4, 3)° soll etwa besagen: ,,die Temperatur an der Stelle
0 ist um ebensoviel hoher als die an der Stelle 8, wie die Temperatur
an der Stelle 4 hoher ist als die an der Stelle 3. In den genannten
Beispielen ist ,Blau‘ ein einstelliges Priadikat, ,Wr‘ ein zwei-

stelliges, ,P‘ ein vierstelliges. In ,Wr(3,5)° heiBt ,3° erstes,
,5° zweites Argument von ,Wr‘. Wir unterscheiden zwei Klassen -
von Pridikaten. Die Prddikate in den genannten Beispielen

driicken (wie man zu sagen pflegt) empirische Eigenschaften bzw.
Beziechungen aus; wir nennen sie deskriptive Pradikate.
Von ihnen unterscheiden wir die logischen Prédikate; das sind
solche, die (wie man zu sagen pflegt) logisch-mathematische
Eigenschaften oder Beziechungen ausdriicken. Beispiele fiir logische
Priadikate: ,Prim (5)‘: ,,5 ist eine Primzahl*; ,Gr (7, 5)‘: ,,7 ist
groBer als 5° oder ,,die Stelle 7 ist eine hohere Stelle als dieStelle 5.
Die genaue Definition der syntaktischen Begriffe ,deskriptiv’
und ,logisch’ wird spiter gegeben werden; sie wird nicht, wie die
soeben gegebene unexakte FErlduterung, auf die Bedeutung
Bezug nehmen. [Die Bezeichnung ,Priadikat‘, die man frither nur
auf einstellige anzuwenden pflegte, beziehen wir nach dem Vor-
gang von Hilbert auch auf mehrstellige; die Verwendung eines
gemeinsamen Terminus fiir die beiden Fille erweist sich als weit
zweckméfiger.]

Die Pradikate sind gewissermafen Eigennamen fiirBeschaffen-
heiten der Stellen. Die Stellen haben wir anstatt durch Eigennamen
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durch systematische Ordnungszeichen, namlich Zahlzeichen,
bezeichnet; in dhnlicher Weise konnen wir nun auch die Be-
schaffenheiten durch Zahlzeichen bezeichnen. Anstatt der Farb-
pamen kann man Farbnummern (bzw. Tripel von solchen) ver-
wenden; anstatt der ungenauen Bezeichnungen ,,warm®, , kiihl*,
,kalt u. dgl. kann man die Temperaturzahlen verwenden.
Das hat nicht nur den Vorzug, da man genauere Angaben
machen kann, sondern auch noch den fiir die Wissenschaft aus-
schlaggebenden, daBl nur durch diese ,,Arithmetisierung* die
Aufstellung allgemeiner Gesetze (z. B. fiir die Bezichung zwischen
Temperatur und Ausdehnung oder zwischen Temperatur und
Gasdruck) méglich ist. Um Eigenschaften oder Beziehungen von
Stellen durch Zahlen auszudriicken, verwenden wir die Funk-
toren. ,te‘ sei z. B. der Temperaturfunktor; ,te (3) = 5° soll be-
sagen: ,,Die Temperatur an der Stelle 3 ist 5°; wenn wir den
Funktor ,tdiff‘ fiir Temperaturdifferenz nehmen, so besagt
tdiff (3, 4) = 2°: ,,Die Differenz der Temperaturen an den Stellen
3 und 4 betragt 2. Neben solchen deskriptiven Funktoren
verwenden wir auch logische. Z. B. soll ,sum (3, 4)° soviel be-
deuten wie ,,3 4 4%, fak (3)‘ soviel wie ,,3!°. ,sum‘ ist ein zwei-
stelliger logischer Funktor, ,fak‘ ein einstelliger. ,3° und ,4‘ heiBen
auch hier Argumente in dem Ausdruck ,sum (3, 4)‘; in ,te (3) = 5¢
heilt ,3° das Argument zu ,te‘, ,5° heiBt Wert von ,te‘ fiir das
Argument ,3‘.

Einen Ausdruck, der auf irgend eine Weise eine (bestimmte
oder unbestimmte) Zahl bezeichnet, nennen wir einen Zahl-
ausdruck (genaue Definition: S. 24); Beispiele: ,0°, ,0%¢, 3,
te (3), ,sum (3,4). Einen Ausdruck, der einem Aussagesatz
der Wortsprache entspricht, nennen wir einen Satz (Def. S. 24);
Beispiele: ,Blau (3), ,Prim (4)°. Ein Ausdruck heiBt deskriptiv
(Def. S. 23), wenn in ihm ein deskriptives Priadikat oder ein
deskriptiver Funktor vorkommt; andernfalls logisch (Def. S. 23).

4. Syntaktische Frakturzeichen.

Die beiden Zeichen ,a‘ und ,a‘ stehen an verschiedenen Stellen
dieser Seite; es sind also verschiedene Zeichen (nicht dasselbe
Zeichen); aber sie sind gleich (micht ungleich). Durch die
Syntaxbestimmungen einer Sprache muB nicht nur festgesetzt
werden, welche Dinge als Zeichen verwendet werden sollen,
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sondern auch, unter welchen Umstinden zwei Zeichen als syntak- Ge
tisch gleich gelten sollen. Haufig werden figurell ungleiche Zeichen ko
als syntaktisch gleich erklirt, z. B. in der gewohnlichen Sprache § die
,z° und ,3‘. [Mit einer derartigen Gleicherklirung mu8 nicht immer |
gemeint sein, daB die beiden Figuren unterschiedslos verwendet f§ Ar
werden sollen. Es kann vielmehr ein Unterschied von irgend einem ; g -i
auBersyntaktlschen Gesmhtspunkt aus gemacht werden. Man iR v
pflegt z. B. ,z° und ,3° nicht in glelchen Zusammenhangen zu ver- ;I
wenden; man schreibt fast stets ,zog‘ oder ,304°, dagegen nicht 3ji Ze
,302°.] Bei uns gelten ,2° und ,3° als syntaktisch ungleich. Dagegen {|§
wollen wir (%, ,(', ,[5, ,[* als gleich erkliren; ebenso die ent- i
sprechenden Endklammern. Die Unterscheidung groB8er und g ve
kleiner, runder und eckiger Klammern in den Ausdriicken unserer 3 ..
Objektsprachen gilt also als syntaktisch irrelevant; sie geschieht gl di
nur zur Erleichterung fiir den Leser. Ferner erkliren wir (im Unter- J#
schied zur Russellschen Sprache) ,=°‘ und ,=° als gleich; wir’ ] by
konnten iiberall ,=¢ schreiben; zur Erleichterung fiir den Leser il o
schreiben wir aber, wenn ,=* zwischen Sitzen (und nicht zwischen i ¥
Zahlausdriicken) steht, statt dessen meist ,=°. | .
Zwei Ausdriicke nennen wir gleich, wenn in ihnen die einander Y8 Ei
entsprechenden Zeichen gleich sind. Sind zwei Zeichen oder zwei §i de
Ausdriicke (syntaktisch) gleich, so sagen wir auch: sie haben ‘ : Ar
dieselbe (syntaktische) Gestalt; sie konnen dabei verschiedene
figurelle Gestalt haben, wie z. B. (‘ und ,[‘ oder ,=‘ und =", i|§ %
oder auch verschiedene Farbe oder sonst verschiedene syntak- ‘| In
tisch irrelevante Eigenschaften. ‘B 8{
Fast alle Untersuchungen dieses Buches gehoren zur reinen :Jf ©°
(nicht zur deskriptiven) Syntax und haben es daher nicht mit den Od
Ausdriicken als raumlich getrennten Dingen, sondern nur mit - di
der (syntaktischen) Gleichheit und Ungleichheit der Ausdriicke :|§ A
zu tun, also mit den Ausdrucksgestalten. Was von irgend einem ‘[
Ausdruck gesagt wird, gilt dann auch von jedem ihm gleichen :f
Ausdruck, 148t sich also von der Ausdrucksgestalt aussagen. - A
Deshalb werden wir der Kiirze halber oft anstatt von , Aus- E]
drucks- (oder Zeichen-) Gestalten‘ einfach von dem ,,Ausdruck’ .J W
(bzw. ,,Zeichen‘‘) sprechen. [Z. B. sagen wir anstatt ,,in dem Aus- ; M
druck ,Q (3, 5) (und daher in jedem mit thm gleichen Ausdruck) N
kommt ein mit dem Zeichen ,3° gleiches Zeichen vor kiirzer: .| F(
,,In jedem Ausdruck der Gestalt ,Q (3, 5)° kommt ein Zeichen der [§ di
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Gestalt ,3° vor‘‘ oder noch einfacher: ,,In dem Ausdruck ,Q (3, 5)°
kommt das Zeichen ,3° vor‘.] Innerhalb der reinen Syntax kann
\diese vereinfachte Redeweise nicht zu Zweideutigkeiten fithren.

In der Sprache I kommen die Zeichen der folgenden fiinf
Arten vor (Erlduterungen folgen spater):

1. Elf einzelne Zeichen (-Gestalten): ,(%, ,), ,,, ), ,~f
Ve D5 =5 ,15 KN

Zu jeder der folgenden vier Arten konnen unbeschrankt viele
Zeichen (-Gestalten) gehoren:

2. Die (Zahl-) Variabeln (,u‘, ,v°, ... ,2°; in den Definitionen

)

L von § 2024 auch &, IS .. ,t).

3. Die konstanten Zahlzeichen (z. B. ,0, ,1¢, ,2° usw.);

f‘ die Zeichen der Arten (2) und (3) heien Zahlzeichen.

4. Die Pridikate (Buchstabengruppen mit groBem Anfangs-

3 buchstaben, z. B. ,Prim‘, auch ,P%, ,Q‘, ,R).

5. Die Funktoren (Buchstabengruppen mit kleinem An-
fangsbuchstaben, z. B. ,sum?).

Ein Zeichen, das nicht eine Variable ist, hei3t eine Konstante.
Ein Ausdruek von I ist eine geordnete Reihe von Zeichen von I,
deren Anzahl endlich ist (aber auch 0 oder 1 sein kann; d. h. ein
Ausdruck kann leer sein oder aus nur Einem Zeichen bestehen).

Unter einer (syntaktischen) Form verstehen wir irgend eine
syntaktisch bestimmte Art von Ausdriicken (also bestimmt nur
in bezug auf Reihenfolge und syntaktische Art der Zeichen, nicht
aber durch auBersyntaktische Bestimmungen, wie Ort, Farbe
od. dgl.). Die Form eines bestimmten Ausdruckes kann mehr
oder weniger genau angegeben werden; die genaueste Angabe ist
die der Gestalt des Ausdrucks, die ungenaueste ist die, dal er ein
Ausdruck ist. Fiir die Formangaben wollen wir eine abkiirzende
Schreibweise einfithren. Von dem Ausdruck ,Prim (z)* kénnen wir
z. B. in Wortsprache folgende Formangabe machen: ,,Dieser
Ausdruck besteht aus Pridikat, Anfangsklammer, Variabler und
Endklammer in der angegebenen Reihenfolge**. Statt dessen wollen
wir kurz, sagen: ,,Jener Ausdruck hat die Form pr(3)“. Diese
Methode der Frakturzeichen besteht darin, daB syntaktische
Namen fir Zeichenarten eingefiihrt werden; die syntaktische
Ff)rmbeschreibung wird dann einfach durch Hintereinanderstellen
dieser syntaktischen Namen gebildet. Wir wollen bezeichnen:
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die Zeichen (beliebiger Gestalt) mit ,a‘, die (Zahl-) Variablen mit
.3, die Zeichen (-Gestalt) ,0° mit ,nu‘, allgemein die Zahlzeichen -
mit ,33°; die Pradikate mit ,pt‘ (und speziell: die ein-, zwei-, n-stelli-
gen mit ,prl‘, ,pr?, pr*‘), die Funktoren mit ,fu’ (speziell: ,jul’
usw.). Als syntaktische Bezeichnung fiir die elf einzelnen Zeichen
wollen wir diese Zeichen selbst verwenden, auBerdem aber fur
die zweistelligen Verkniipfungszeichen (,v¢, ,., ,Df, ,=‘) die
Bezeichnung ,verfn‘. So ist z. B. ,(‘ in ,Prim (x)‘ ein Zeichen der
Objektsprache; dagegen ist ,(‘ in ,pr (3)° ein Zeichen der Syntax-
sprache, das als syntaktischer Name fiir jenes Zeichen der Objekt-
sprache dient, es ist also nichts anderes als eine Abkiirzung fiir °
das deutsche Wort ,Anfangsklammer. Tritt ein Zeichen in dJeser
Weise als Name fiir sich selbst (genauer: fiir seine eigene Gestalt) :
auf, so nennen wir es autonym (vgl. § 42). Aus dieser doppelten§
Verwendung der Zeichen ,(° usw. kann keine Zweideutigkeit;%
entstehen, da diese Zeichen nur in Verbindung mit Fraktur-
buchstaben autonym auftreten. Wollen wir verschiedene Zelcheng
derselben Art durch ihre syntaktischen Bezeichnungen unter- ;
scheiden, so verwenden wir Indizes; z. B. hat ,P(xz,y, x)
die Form pr (3, 3, 3), und zwar genauer die Form pe® (34, 34, 3,1)
Auch fiir die wichtigsten Arten von Ausdriicken wollen wir syn-
taktische Zeichen (mit grofen Anfangsbuchstaben) verwenden. Aus-
driicke (beliebiger Form) bezeichnen wir mit ,‘, Zahlausdriicke mit
3, Satze mit ,&°; weitere Bezeichnungen werden spéter eingefiihrt.
Auch hier verwenden wir Indizes, um die Gleichheit von Ausdriicken
kenntlich zu machen: in einem Satz der Form (Sv &) DS koénnen
die drei Teilsitze gleich oder ungleich sein; in einem Satz der
Form (S,Vv&,)D6,; sind erster und dritter Teilsatz gleich.

Durch Indizes ,d‘ und ,I‘ kénnen wir kenntlich machen, daB
ein Zeichen oder ein Ausdruck deskriptiv bzw. logisch ist;
z. B. bezeichnet ,fu,‘ die logischen Funktoren, ,8,° die deskrip-
tiven Zahlausdriicke. Anstatt ,,ein Zeichen (bzw. ein Ausdruck)
von der Form ...‘ schreiben wir haufig kurz ,ein...*; z. B.
anstatt ,ein zweistelliger logischer Funktor kurz ,ein fu;*,
ebenso ,.ein 3, ,ein A u. dgl.

Die Frakturzeichen werden im folgenden in Verbindung
mit deutschem Text verwendet; in dem spéateren Aufbau der
Syntax von I, der nicht in Wortsprache geschieht, sondern auch
wieder symbolisiert ist, treten diese Zeichen nicht auf.
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Die Methode der Frakturzeichen hat vor allem den Zweck,
uns vor der — in mathematischen und logischen Schriften hiufig
angewendeten — unkorrekten Ausdrucksweise zu bewahren, bei
der zwischen Zeichen und Bezeichnetem nicht unterschieden
wird. Man schreibt etwa ,,an der und der Stelle steht x = y*,
wo man korrekt schreiben miiite ,,... steht ,z = y‘* oder
»eeo steht 3; = 3, Wird iiber einen Ausdruck der Objekt-
sprache gesprochen, so muBl man entweder diesen Ausdruck mit
Anfithrungszeichen oder seine syntaktische Bezeichnung (ohne
Anfithrungszeichen) schreiben. Wird aber iiber die syntaktische
Bezeichnung gesprochen, so mufl diese wieder in Anfithrungs-
zeichen gesetzt werden. DaB die Nichtbeachtung dieser Regel,
die Nichtunterscheidung von Zeichen und Bezeichnetem leicht
zu Unklarheiten und Irrtiimern fithrt, wird spéater gezeigt werden
(§ 41£.). |

5. Die Verkniipfungszeichen,

Die ein- bzw. zweistelligen Verkniipfungszeichen dienen
dazu, aus einem bzw. zwei Sitzen einen neuen Satz zu bilden..
Die Bedeutung dieser Zeichen ergibt sich — wie wir spater genauer
iberlegen wollen — bei streng formalem Aufbau aus den Um-
formungsregeln. Zur Erleichterung des Verstindnisses geben wir
hier (wie auch bei den anderen Zeichen) ihre Bedeutung durch
unstrenge Erlauterungen an; und zwar erstens durch eine ungenaue
Ubersetzung in Worter der deutschen Sprache, und zweitens
genauer durch die sogenannten Wahrheitswerttafeln. ~ (S&;)
heiB3t Negation von S;; (S;)V(S,), (8)).(85), (&) (S,),
(©,) = (&,) heiBen Disjunktion, Konjunktion, Implikation,
(Gleichung oder) Aquivalenz von &, und &,, wobei &, und &,
Glieder heiBen. Ubersetzungen fiir diese Zeichen: ,nicht‘; ,oder*
(im nicht ausschlieBenden Sinn); ,und; ,nicht..oder‘ (zuweilen
auch iibersetzbar mit ,wenn.., so..‘); ,entweder..und.., oder
nicht. .und nicht..¢. Die Zeichengestalt ,—°‘ werden wir, wo sie
zwischen Sitzen (nicht zwischen Zahlausdriicken) steht, meist
=" schreiben. ,=‘ und ,=°‘ gelten also als gleich, als Zeichen
derselben (syntaktischen) Gestalt.

In den meisten iiblichen Systemen wird neben dem Identitéts-
oder Gleichheitszeichen ,=° ein besonderes Aquivalenzzeichen ver-
Wwendet (z. B. bei Russell ,=¢, bei Hilbert ,~¢). Wir verwenden

Carnap, Logische Syntax. 2
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in I und II far beides nur Eine Zeichengestalt (aber zur Erleichterung
des Lesens in zwei figurellen Gestalten). Dieses Vorgehen ist, wie
wir spater sehen werden (S. 187), fiir extensionale Sprachen (wie I
und II) zuldssig und zweckmifig.

Der Kiirze wegen wollen wir (wie iiblich) im folgenden bei
der Schreibung irgendwelcher symbolischer Ausdriicke der Objekt-
oder Syntaxsprache die Klammern um einen Teilausdruck
A, (es ist entweder ein Satz oder syntaktische Bezeichnung eines
Satzes) in folgenden Fiallen weglassen:

1. wenn U, nur aus Einem Buchstaben besteht,

2. in der Verbindung ~ (%,) oder verfn (A,) oder (2A,) vertn,
wenn U, mit ,~ oder einem pr oder einem Operator (s. u.) anfingt, .

3. wenn ¥, Disjunktionsglied und selbst eine Disjunktion ist, [§
4. wenn ¥, Konjunktionsglied und selbst eine Konjunktion ist, -

5. wenn U,; Operand ist und selbst mit einem Operator
anfingt (hieriiber spater).

Wir schreiben also anstatt ,(~(S;))V(&,;) [aber nicht
anstatt ,~ ((&,) V (S,))] kurz ,~ &, vV &,; ferner ,&, VS,V &5,
S - S, . 6, . Diese Vereinfachung soll jedoch nur fiir die prak-
tische Schreibung gelten; dagegen wird sich die Formulierung
der syntaktischen Definitionen und Regeln stets auf die voll-
standige Schreibung mit allen Klammern beziehen.

In bezug auf Wahrheit und Falschheit zweier Sitze &,
und &, gibt es offenbar vier Moglichkeiten, die durch die vier
Zeilen der folgenden Wahrheitswerttafel dargestellt werden.
Die Tafel gibt an, in welchen dieser vier Fille der Verkniipfungs-
satz wahr ist und in welchen falsch; z. B. ist die Disjunktion nur
im vierten Falle falsch, sonst wahr.

S, G, | 6,vS,| 6.6, 6,26, &, =6,

1. WW W W w A
2. WPF w F F F
3. F W W F w F
4. F F F F A w
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Fiir die Negation gilt die folgende zweizeilige Tafel:

@1 i -~ @1
1. W F
2. F w

Den Wahrheitswert eines mehrfach zusammengesetzten
Satzes fiir die verschiedenen Fille kann man mit Hilfe der an-
gegebenen Tafeln leicht ermitteln, indem man ihn zundchst fiir
die innersten Teilsdatze feststellt und schrittweise bis zum ganzen
Satz weitergeht. So kann man z. B. feststellen, daf} fir ~ &, v &S,
die gleiche Wertverteilung W, F, W, W gilt wie fiir die Implikation;
hieraus ergibt sich die Ubersetzung ,nicht .. oder..¢ fiir die
Implikation. Ferner kann man z. B. feststellen, dafl &, D (S, V S,)
die Wertverteilung W, W, W, W besitzt, also bedingungslos
wahr ist, mégen &, und &, wahr oder falsch sein. Derartige Satze
werden wir spiater analytisch nennen.

6. All- und Existenzsiitze.

Wir geben hier wieder die Bedeutung der Ausdriicke durch
Ubersetzung und durch Angabe der Wahrheitsbedingungen an.
Es sei etwa ,Rot‘ ein pr;; ,Rot (3)° besage: ,,Die Stelle 3 ist rot*.
Dann soll ,(x) (Rot(x))‘ besagen: ,,Jede Stelle ist rot*; ,(3x)
(Rot(x))‘: ,,Mindestens eine Stelle ist rot, also: ,,Es gibt (min-
destens) eine Stelle, die rot ist‘‘. AuBBer diesen iiblichen Satzformen
wollen wir die folgenden einfiihren. ,(x)3 (Rot (z))* soll dasselbe
besagen wie ,Rot(0).Rot (1). Rot(2).Rot(3), also: ,,Jede
Stelle bis 3 ist rot*; (Jx)3 (Rot (x))‘ soll dasselbe besagen wie
,Rot (0) v Rot (1) vV Rot (2) V Rot (3)°, also: ,,Es gibt eine Stelle
bis 3, die rot ist.

Die am Anfang dieser Sitze stehenden Ausdriicke ,(z)',
(3 ), ,(x)3°, (] ) 3° heien unbeschrinkter Alloperator bzw.
unbeschriinkter Existenzoperator bzw. beschrinkter Alloperator
bzw. beschrinkter Existenzoperator; in den beiden beschrinkten
Operatoren heiBt ,3° die Schranke des Operators, in allen vier
Operatoren heiBt ,z° die Operatorvariable. ;Rot (x)* heiBt der
(zu dem Operator gehorige) Operand. In der Sprache I kommen
nur beschrinkte Operatoren vor; die unbeschrinkten

2%



20 Die definite Sprache I.

werden wir erst spater in II verwenden. Sind ¥U; und A, Opera-
toren, so schreiben wir anstatt U, (U, (S)) einfach A, A, (S)
(vgl. S. 18, Bestimmung 5).

Eine Variable (Zeichengestalt) 3; heilt an einer bestimmten
Stelle in A; gebunden (gleichviel, ob an dieser Stelle ein Zeichen
der Gestalt 3; steht oder nicht), wenn es einen (echten oder un-
echten) Teilsatz von UA; gibt, der diese Stelle enthilt und die
Form U, (S) hat, wobei U, ein Operator mit der Operatorvariablen
3 ist. Eine Variable 3,, die an einer bestimmten Stelle in A,
steht, heiBt an dieser Stelle in A, frei, wenn 3, an dieser Stelle
in 9, nicht gebunden ist. Beispiel: &, habe die Form &,v&,Vv&,, -
und zwar die Gestalt ,P, (z)V(z)5 (P2 (x, y)) VP, (2)'. An allen
Stellen von ©; ist ,z° in ©; und daher auch in &, gebunden; §
in &, sind das erste und das vierte ,2‘ und das ,y‘ frei. Kommt
in ¥, eine in A, freie Variable vor, so heiBt U, offen; andernfalls '
geschlossen. :

Umunbeschriankte Allgemeinheit auszudriicken, werden ¢
in I freie Variable verwendet. &5 sei z. B. ,sum (z, y)= ‘
sum (y, x)‘; dies soll besagen: , Fir zwei beliebige Zahlen ist “
stets die Summe der ersten und zweiten gleich der Summe der
zweiten und ersten.”“ Gilt &, so auch jeder Satz, der durch
Einsetzung irgendwelcher Zahlausdriicke fiir ,2° und ,y‘ aus ihm
entsteht, z. B. ,sum (3,7) = sum (7, 3)° (S,). [Die sogenannten
Satzfunktionen gehoéren bei uns also auch zu den Sitzen; der
sonst iiblichen Einteilung in Sétze und Satzfunktionen entspricht
unsere Einteilung in geschlossene und offene Sétze.]

In der Verwendung der freien Variablen zum Ausdruck der
unbeschriankten Allgemeinheit stimmt unsere Sprache mit der von
Russell iiberein. Wenn aber Russell im Begleittext [Prine. Math. I]
sagt, dal eine freie Variable mehrdeutig sei oder eine unbestimmte
Bedeutung habe, so stimmen wir dem nicht zu. ,Rot(x)‘ ist ein
echter Satz mit ganz eindeutigem Sinn; er ist vollig gleichbedeutend
mit dem (in II und der Russellschen Sprache vorkommenden) Satz
(@) (Rot (@))*.

Denjenigen Ausdruck, der aus einem gegebenen Ausdruck 2,
durch Einsetzung von 3, firr 3, entsteht, bezeichnen wir syn-

taktisch mit A, (%1)‘. Dies ist in folgender Weise genau zu
1
definieren. Die Stellen in 2;, an denen 3, in A, frei vorkommt,

heiBen die Einsetzungsstellen fiir 3, in %;; 911(53)‘1) ist derjenige
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Ausdruck, der aus U, dadurch entsteht, dal 3, an allen Einsetzungs-
stellen in UA; durch 3, ersetzt wird; hierbei muB 3, so beschaffen
sein, daB keine Variable in 8, frei vorkommt, die in 9, an einer
der Einsetzungsstellen fiir 3, gebunden ist. Kommt 3; in %; nicht

frei vor, so bezeichnet ,%, (%11)‘ den unverdnderten Ausdruck ;.

Beispiel. &,, ©; &4 seien die vorhin genannten Sitze. 3, sei
die Variable ,z‘, 3, ,y‘. Dann ist 61(3111) (,2) der Satz ,P;(0)V(x)5

nut
(Py(x, OH) VP (0. S5 (5) (%) ist G — 3 ® (x = y')* besagt:
,, Jir jede Zahl y gibt es eine ndchsthohere*‘; hier darf fiir ,y‘ nicht
ein 3 eingesetzt werden, in dem ,z‘ frei vorkommt, z. B. nicht A
(3 2) (z = a")* ist offenbar falsch.

7. Der K-Operator.

Ein Ausdruck von der Form (K3) 3 (&) ist nicht — wie die
entsprechenden Ausdriicke mit All- und Existenzoperator — ein
Satz, sondern ein Zahlausdruck; der K-Operator (K3) 8 ist kein
Satz-, sondern ein Kennzeichnungsoperator, und zwar genauer
ein Zahloperator. (Kj3;) 8, (©;) soll heiBlen: ,.die kleinste Zahl
bis (einschl.) 3,, fiir die &, gilt; und 0, wenn es keine derartige
Zahl gibt. Beispiele: ,Gr (a, b)* besagt: ,,a ist grofler als b*;
(Kx)9 (Gr (z, 7))‘ ist gleichbedeutend mit ,8°; ,(Kx)9 (Gr (2,7).
Prim (x))‘ ist gleichbedeutend mit ,0°. Allgemein ergibt sich aus
der angegebenen Bedeutung, daB zwei Sitze der folgenden
Formen (1) und (2) dasselbe besagen:

ey [(Kg) Ba(Pra(Gu)] cvevvneenneenninninis (1)

[~ 3 31 B1(pre (31) - Pra (O] V(3 30 Bs [pr2 (32) -

(32) 31 (N (32 = 1) D ~ b1, (52)) - Pty (61)] -------- (2)
Die fritheren Bezeichnungen ,Operatorvariable‘, ,Schranke’,

,Operand‘, ,gebundene bzw. freie Variable‘ werden auch auf
Ausdriicke mit K-Operator bezogen. [Im Unterschied zur iiblichen
(Russellschen) Kennzeichnung (description) ist die Kennzeich-
nung durch K-Operator niemals leer oder mehrdeutig, sondern
stets eindeutig; hier sind daher keine besonderen Vorsichts-
mafiregeln beim Operieren erforderlich].

8. Die Definitionen.
Zeichen, fir die keine Definition aufgestellt wird, heiflen
undefinierte Zeichen oder Grundzeichen. Die logischen
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Grundzeichen von Sprache I sind: die elf einzelnen Zeichen
(s. S. 15), nu, alle 3; als deskriptive Grundzeichen konnen irgend-
welche pr, und fu, aufgestellt werden. Alle iibrigen 33, pr und fu,
die man verwenden will, muB man durch Definitionen ein-
filhren. Ein 33 oder ein pr wird stets explizit definiert, ein fu
entweder explizit oder rekursiv. Eine explizite Definition besteht
aus Einem Satz, eine rekursive aus zwei Sitzen. Jeder der Sitze
hat die Form 8, = 3, oder &, =&,. Der Ausdruck 3; bzw. &,
heit Definiendum; er enthilt das zu definierende Zeichen;
Be bzw. &, heilt Definiens. In einer expliziten Definition
‘ kommt das zu definierende Zeichen nur im Definiendum vor, bei
; i einer rekursiven Definition aber auch im Definiens des zweiten
' Satzes; im iibrigen darf ein Definiens nur Grundzeichen oder
schon vorher definierte Zeichen enthalten. Die Reihenfolge der
Aufstellung der Definitionen kann somit nicht beliebig gedndert
werden. Zu jedem definierten Zeichen gehort eine Definitionen-
kette; damit ist die kleinste Reihe von Sidtzen gemeint, die die
Definition jenes Zeichens und die Definitionen aller in der Reihe
vorkommenden definierten Zeichen enthilt; die Definitionenkette

eines Zeichens ist stets endlich und (bis auf die Reihenfolge)
eindeutig bestimmt.

Zu den expliziten Definitionen im hier verwendeten weiteren
Sinne gehoren sowohl die expliziten Definitionen im engeren Sinne,
d. h. solche, bei denen das Definiendum aus dem neuen Zeichen allein
besteht (z. B. die Definition eines 33 in I), als auch die sog. Gebrauchs-
definitionen, d. h. solche, bei denen das Definiendum auller dem
neuen Zeichen noch andere enthilt (z. B. die Definition eines pr
oder fu in I).

Die Definition eines Zahlzeichens 33, hat die Form 33, = 3.

Die Definition eines Prédikates pr? hat die Form
P (31> B2+ 40) =GC.
4 Die explizite Definition eines Funktors fu? hat die Form
fu (31, 32> - -3,) = B. [Beispiel: ,nf(x)= a', Def. 1, S. 51.]
Die rekursive Definition eines fu* hat die Form a) fu? (nu,
32 - -3n) = B1; b) T} (31, 32 --3,) = Bo [Beispiel: Def. 3 fiir
,prod‘, S. 51; die erste Gleichung dient zur Ubersetzung von
fu, (nu, 8); die zweite Gleichung fihrt fu,(8,', 8,) auf
fuy (83, B4) zuriick, so dafl z. B. in ,prod (6, y)° durch sechsmalige
Anwendung der zweiten und einmalige Anwendung der ersten
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Gleichung ,prod‘ eliminiert werden kann.] Ferner muB jeder
Definitionssatz die folgenden beiden Forderungen erfiillen: 1. im
Definiens darf keine Variable frei vorkommen, die nicht schon
im Definiendum vorkommt; 2. im Definiendum diirfen nicht
zwei gleiche Variablen vorkommen.

Wird die Forderung (1) nicht aufgestellt, so lassen sich De-
finitionen bilden, mit deren Hilfe ein Widerspruch hergeleitet
werden kann. Das sei an einem Beispiel gezeigt. (Ein #dhnliches

Beispiel fir den Satzkalkiill hat Lesniewski [Neues System] 79f.
angegeben.) Wir definieren ein pr ,P*:

P@)=(Gr (@, ».Gr,5) «coovvenea.... (1)

(1) (Gr(7,6).Gr(6,5)2P(7) ............... (2)
Gr(7,6) e Gr(6,5) ... vver i reennns (3)

(2) (3) | S¢S P (4)
(1) PMO>(Gr(7,49).Gr (4,5)) .ovvvvnnnnnnn.. (5)
(5) PO GT(4,5) ciieeiiineeneeeunnnnnnns (6)
(6) ~GT @, 5)D~P(T) ceieeiiiieeennnnn (7)
U ¢ S ¢ ;9 N (8)

(7) (8) ~PM i (9)

(4) und (9) widersprechen einander.

Die umgekehrte Forderung braucht dagegen nicht auf-
gestellt zu werden. Im Definiendum darf eine Variable vorkommen,
die im Definiens nicht vorkommt (vgl. z. B. Def. 3.1, S. 51).

Forderung (2) dient nicht zur Vermeidung von Widerspriichen,
sondern zur Sicherung der Ruckubersetzbarkeit. Wiirde man z. B.
definieren: ,P (x, ) =Q (x)‘, so koénnte ,P‘ in ,P (0, 1)* nicht eli-
miniert werden.

Wie wir spiter sehen werden, darf auf Grund eines Satzes
der Form 3, = 3, oder &, =&, in jedem andren Satz 3; durch
Ba bzw. &, durch &, ersetzt werden und umgekehrt (vgl. S. 33).
Daher kann ein explizit definiertes Zeichen iberall, wo es vor-
kommt, mit Hilfe seiner Definition eliminiert werden. Bei
einem rekursiv definierten Zeichen ist das nicht immer moglich.
[Beispielz Kommt ,prod (z, y)° in einem Satz vor, in dem ,x°
frei ist (z. B. ,;prod (z, y) = prod (y, x)°), so ist ,prod® nicht
eliminierbar.]

Wir kénnen jetzt die frither nur inhaltlich erlauterten Begriffe
}deskriptiv‘ und Jogisch® genauer bestimmen. Ist ein Zeichen
@) undefiniert, so heifit a, deskriptiv (a,), wenn a, ein pr oder fu
ist; ist a, definiert, so heift a, ein a,, wenn in der Definitionenkette
von a, ein undefiniertes a, vorkommt; ein Ausdruck ; heillt
deSkriptiv (Ay), wenn in A, ein a, vorkommt. a; heilt logisch



(ay), wenn a; kein a, ist; A, heiBt logisch (%), wenn U, kein
le ist.
9. Sitze und Zahlausdriicke.

Wir wollen einige Arten von Ausdriicken benennen. Die
wichtigsten sind die Sitze () und die Zahlausdriicke (3).
Fiir diese Begriffe haben wir frither nur ungenaue, auf die Bedeu- i
tung Bezug nehmende Erliuterungen gegeben; jetzt sollen sie |§
genau und formal bestimmt werden. Wir haben alle Moglich-
keiten zur Bildung von Sitzen und Zahlausdriicken der Sprache I §
schon kennengelernt und brauchen jetzt die entstehenden Formen §§
nur zusammenzustellen. Ein & kann andere & und 3 als Teile §i
enthalten; ebenso ein 3 andere 3 und (bei Benutzung des K-Ope- §
rators) auch &. Daher verweisen die im folgenden angegebenen |
Bestimmungen der Begriffe ,Satz‘ und ,Zahlausdruck‘, denen wir §
noch den Hilfsbegriff ,Argumentausdruck’ hinzufiigen, auf }
einander. Aber das geschieht nur so, daBl wir zur Feststellung,
ob ein vorgelegter Ausdruck %, ein & bzw. 3 ist, auf die Frage §
verwiesen werden, ob ein bestimmter echter Teilausdruck von §
%A, ein & bzw. 3 ist. Daher endet diese Weiterverweisung stets §§
nach endlich vielen Schritten; die Begriffsbestimmungen sind §
eindeutig und enthalten keinen Zirkel. [Definitionen von streng
geregelter Form werden spéter im Rahmen des symbolisch formu- ¥
lierten Aufbaus gegeben.] .‘

Ein Zeichen von I, das entweder nu oder ein definiertes §
Zahlzeichen oder ein 3 ist, heiBt ein Zahlzeichen (33). Ein Aus- §
druck von I heiBit ein Strichausdruck (St), wenn er eine der
folgenden Formen hat: 1. nu; 2. &t'. [Ein &t ist also entweder ,0° }
(uneigentlicher Strichausdruck) oder ,0° mit einem oder mehreren }
Strichen ,".] Ein Ausdruck von I heiBit ein Zahlausdruek (3), :
wenn er eine der folgenden Formen hat: 1. 33; 2. 8'; 3. fu” (Urg™); %
4. (K3,) B1 (&), wobei 3, in 3, nicht frei vorkommt. Rekursive *
Bestimmungen fiir ,n-stelliger Argumentausdruck‘ (Urg”) in I: i

{
&

ein Yrg! ist ein 8; ein Arg” T ! hat die Form Arg®, 3. Ein Ausdruck
von I heiflt ein Satz (S), wenn er eine der folgenden Formen hat:
1. 83 = 3 (,,Gleichung®); 2. pr® (Arg™); 3. ~ (S); 4. (S) verkn (S);
5. Ay (©), wobei U, die Form (3,) 8, oder (33,)8; hat und 3,
in B, nicht frei vorkommt. [Es wird nicht gefordert, daB die
Operatorvariable im Operand frei vorkommt; ist das nicht der
Fall, so ist ¥, (S,) gleichbedeutend mit &,.]

i
x}é
*
&
,&3 )
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Die wichtigste Einteilung der Ausdriicke ist die in S&tze und
Nicht-Satze. Die hiufig vorgenommene Einteilung der Satzteile, die
nicht Sitze sind, in Ausdricke mit ,,selbstindiger Bedeutung*
(,,Eigennamen‘‘ im weiteren Sinne) und die fibrigen (,,ungesittigte*,
,unvollstindige‘‘, ,,synsemantische‘‘ Ausdriicke) diirfte mehr psycho-
logisch als logisch bedeutungsvoll sein.

B. Umformungsbestimmungen fiir Sprache I.
10. Allgemeines iiber Umformungsbestimmungen.

Zur Aufstellung eines Kalkiils gehért neben der Angabe der
Formbestimmungen — wie wir sie fiir Sprache I gegeben haben —
die Angabe der Umformungsbestimmungen. Durch diese
wird festgesetzt, unter welchen Bedingungen ein Satz Folge
eines oder mehrerer anderer Sitze (der Priamissen) ist. Dal
S, Folge von &, ist, soll nicht heillen, &, werde beim Denken
von &; mitgedacht. Es handelt sich hier nicht um eine psycho-
logische, sondern um eine logische Beziehung zwischen den Sétzen:
durch &, ist &, schon objektiv mitgegeben. Wir werden sehen,
daB die hier inhaltlich angedeutete Beziehung rein formal erfaft
werden kann. [Beispiel. €;: ,(z)5(Rot (2))', &5: Rot (3);
ist gegeben, daB alle Stellen bis 5 rot sind, so ist dadurch auch
mitgegeben, daf die Stelle 3 rot ist. In diesem Falle wird vielleicht
©, mit &, auch schon mitgedacht; in andern Fillen, bei denen
die Umformung komplizierter ist, braucht die Folge nicht mit den
Pramissen schon mitgedacht zu werden. ]

Eine Definition fiir den Begriff ,Folge’ in seinem vollen
Umiang aufzustellen, ist nicht mit einfachen Mitteln moglich;
eine solche Definition ist bisher in der modernen Logik noch
nicht gegeben worden (von der alten gar nicht zu reden). Von
ihr wird spiter noch die Rede sein. Wir wollen jetzt fiir Sprache I
an Stelle des Begriffs der Folge zunichst den etwas engeren Begriff
der Ableitbarkeit bestimmen. [Es ist allgemein iblich, sich
beim Aufbau der Logik auf diesen Begriff zu beschrinken; man
hat sich dabei gewshnlich nicht klargemacht, daB dies nicht der
allgemeine Begriff der Folge ist.] Zu diesem Zweck wird der
Begriff ,unmittelbar ableitbar‘ definiert oder — wie man
gewohnlich zu sagen pflegt — SchluBregeln aufgestellt. [S; heiBt
Unmittelbar ableitbar aus S, bzw. aus &, und &,, wenn &, mit

ilfe einer der SchluBregeln aus &, bzw. aus &; und &, gewonnen
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werden kann.] Unter einer Ableitung mit den Prémissen
S;, G,, . .6, (deren Anzahl stets endlich ist und auch 0 sein
kann) verstehen wir eine beliebig lange, aber endliche Reihe von
Satzen von der Art, daB jeder Satz der Reihe entweder eine der
Préamissen oder ein Definitionssatz ist oder unmittelbar ableitbar
ist aus einem oder mehreren (in unseren Objektsprachen I und II
hochstens zwei) Satzen, die ihm in der Reihe vorangehen. Ist &,
Endsatz einer Ableitung mit den Primissen &,, ..S,, so heiBt .
&, ableithar aus &,, ..S,,.
Ist ein Satz bei inhaltlicher Deutung logisch- allgememgultlg
(und somit Folge jedes beliebigen Satzes), so nennen wir 1hn
analytisch (oder tautologisch). [Belsplel ,Rot (3) V ~ Rot(3)‘; %
dieser Satz ist in jedem Falle wahr, unabhingig von der Beschaffen- ¢
heit der Stelle 3.] Auch bei diesem Begriff ist die formale Er-i
fassung nicht mit einfachen Mitteln méglich; davon wird spa.ter§
die Rede sein. Zunichst wollen wir die Bestimmung des etwas z
engeren Begriffes ,beweisbar‘ geben. [Das ist allgemein ublich;g
erst Godel hat gezeigt, da nicht alle analytischen Sitze beweis-!
bar sind.] &, heift beweishar, wenn &, aus der leeren Préi.missen{
reihe und daher aus jedem beliebigen Satz ableitbar ist. :
Ist ein Satz bei inhaltlicher Deutung logisch-ungiiltig, so§
nennen wir ihn kontradiktorisch. [Belsplel ,Rot (3) §
~ Rot (3); dieser Satz ist in jedem Falle falsch, unabhingig von?
der Beschaffenheit der Stelle 3. ] Von diesem Begriff wird spa.ter
die Rede sein. Wir verwenden zunichst an seiner Stelle den etwas
engeren Begriff ,widerlegbar‘. &, heiBt widerlegbar, wenn min-
destens ein Satz ~ &, beweisbar ist, wobei &, aus &, durch Ein-
setzung irgendwelcher &t fiir alle frei vorkommenden 3 gebildet |
t [Beispiel: ,Prim (x)° ist widerlegbar, weil ,~ Prim (0")¢ be- ;
weisbar ist.] Ein geschlossener Satz &, ist somit dann und nur :
dann widerlegbar, wenn ~ &, beweisbar ist.
Ein Satz heilt synthetisch, wenn er weder analyt1schi
noch kontradiktorisch ist. Ein Satz heit unentscheidbar, wenn?
er weder beweisbar, noch widerlegbar ist. Dieser Begriff ist etwas
umfassender als jener. Wir werden spiter sehen, da8 jeder logische
Satz entweder analytisch oder kontradiktorisch ist, daB also-|
synthetische Sitze nur unter den deskriptiven vorkommen.

Dagegen gibt es in I (und in jeder hinreichend reichen Sprache)
unentscheidbare logische Sitze (vgl. § 36).
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Aus Griinden der technischen Einfachheit pflegt man nicht
das Gesamtsystem der SchluBregeln aufzustellen, sondern nur
einige SchluBiregeln, an Stelle der iibrigen Regeln aber gewisse
(in bezug auf das Gesamtsystem der Regeln) beweisbare Sitze,
die sogenannten Grundsitze. Die Auswahl der Regeln und Grund-
sitze ist — auch wenn eine bestimmte inhaltliche Deutung des
Kalkiils vorausgesetzt wird — in weitem MaBe willkiirlich; haufig
liBt sich ein System dadurch &ndern (ohne seinen Gehalt zu
andern), daB man einen Grundsatz streicht und statt dessen eine
SchluBregel aufstellt oder umgekehrt. :

Auch wir wollen fiir unsere Objektsprachen SchluBiregeln
(d. h. die Definition von ,unmittelbar ableitbar‘) und Grund-
sitze aufstellen. Bei diesem Verfahren ist eine Ableitung mit
bestimmten Préamissen zu definieren als eine Reihe von Satzen,
von denen jeder entweder eine der Primissen oder ein Grundsatz
oder ein Definitionssatz ist oder unmittelbar ableitbar aus S#tzen,
die in der Reihe vorangehen. Eine Ableitung ohne Primissen
heilt ein Beweis; ein Beweis ist also eine Reihe von Sitzen, von
denen jeder entweder ein Grundsatz oder ein Definitionssatz ist
oder unmittelbar ableitbar aus Sitzen, die ihm in der Reihe

vorangehen. Der Endsatz eines Beweises heilt ein beweisha-
rer Satz.

11, Die Grundsiitze der Sprache 1.

Wir geben hier nicht die einzelnen Grundsitze an, sondern
eine Reihe von Grundsatzschemata. Durch jedes Schema wird eine
Art von Sitzen bestimmt, zu der unbeschrinkt viele Sitze ge-
horen. Z. B. wird durch das Schema GI1 bestimmt, daB jeder
Satz, der die Form &, D (~ &, D S,) hat, ein Grundsatz erster
Art heiBen soll. Hierbei konnen ©, und &, beliebig zusammen-
gosetzte Sitze sein. [Gewohnlich pflegt man nicht Schemata,
sondern Grundsitze selbst aufzustellen. So werden wir auch spater
bei Sprache II verfahren. Dabei sind aber Variable fiir S, pr
und fu erforderlich. Dem Schema GI 1 entspricht z. B. der
Grundsatz GIT 1 (S. 81). Da in I keine derartigen Variablen zur
Verfiigung stehen, konnen wir hier nicht die Grundsitze selbst,
8ondern nur Schemata aufstellen. Die Satze, die hier Grundsitze
orster Art heiBen, sind in II indirekt beweisbare Sitze: sie er-
geben sich aus GII1 durch Einsetzung. |
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Schemata der Grundsidtze der Sprache I.

a) Grundsitze des sogenannten Satzkalkiils:

GI 1. @1 D (N @1 D @2)
GIR. (~©;06,)06,
GI3. (8,06,)D[(8308;)D (6,0 6;)

b) Grundsiatze der (beschrinkten) Operatoren:
GI4. (3,) nu(S,)=¢, (3{1

GL 5. (31) 32 (@1) = [(31) b2 (@1) -6, (2;')]
6I6. (331) 32 (S1) =~ (32) 32 (~ Sy)
¢) Grundsitze der Identitat:
GI7. 3:=14
GI8. (3:=13:)D [@1 p JN (g:)] :
d) Grundsitze der Arithmetik:
GI9. ~(nu=3"
GI10. (3,' = 3.) D (31 = 32)
e) Grundsitze des K-Operators:

GI11. &, (5,00 = ([~ @8)5: (%) - S ()] v

1
g

(35032 [(B1- o) 11 [~ 35=30D ~&:1(2)]) . €4])

Wir wollen jetzt iiberlegen, dafl alle Grundsitze bei inhalt- -

licher Deutung wahr sind bzw. dafl aus ihnen (GI 5—11) durch ;

Einsetzung beliebiger 33 fiir die freien 3 wahre Satze hervorgehen.

Fir GI 1—3 ist das mit Hilfe der Wahrheitswerttafeln (S. 18) -
leicht zu zeigen. Fiir GI 4: die beiden Glieder der Aquivalenz sind

nach der angegebenen Bedeutung des beschriankten Alloperators

gleichbedeutend, also beide wahr oder beide falsch. Fir GI5:

wenn etwas fiir jede Zahl bis n + 1 gilt, so gilt es fiir jede Zahl

bis » und fir » 4 1; und umgekehrt. Fiir GI 6: ,,Es gibt eine "

Zahl bis n mit der und der Eigenschaft‘ ist gleichbedeutend mit
,,Nicht fiir jede Zahl bis 7 gilt, daB sie nicht die betreffende
Eigenschaft hat‘‘.

GI 4 und 5 stellen gewissermafBen die rekursive Definition
des beschrankten Alloperators dar, GI 6 die explizite Definition
des beschrdnkten Existenzoperators. Wahrend explizit definierte
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Zeichen stets eliminierbar sind, ist das fiir rekursiv definierte Zei-
chen nicht immer moglich (vgl. S. 23). In &hnlicher Weise ist ein
beschrinkter Alloperator dann nicht eliminierbar, wenn die
Schranke eine freie Variable enthilt (wie z. B. in GI 5). Be-
schrinkte Alloperatoren und rekursiv definierte fu sind keine bloBen
Abkiirzungen; wiirden wir auf sie verzichten, so wiirde die
Ausdrucksfihigkeit der Sprache wesentlich vermindert. Dagegen
wiirde ein Verzicht auf den beschrinkten Existenzoperator, den
K-Operator, die Zeichen der Konjunktion und Implikation, sowie
alle explizit definierten 33, pr und fu die Sprache nur umstéindlicher
machen, ohne den Umfang des Ausdriickbaren zu vermindern.

Das Identitdts- oder Gleichheitszeichen ,—=‘ zwischen B ist
hier (wie in der Arithmetik {iblich) so gemeint, daB8 8, = 3, dann
und nur dann wahr sein soll, wenn 8; und 8, — wie man zu sagen
pflegt — dieselbe Zahl bezeichnen. Daraus ergibt sich die Giiltig-
keit von GI 7 und 8. GI 9: Null ist nicht Nachfolger irgendeiner
Zahl, also Anfangsglied der Reihe; GI 10: verschiedene Zahlen
haben nicht denselben Nachfolger. GI 9 und 10 entsprechen dem
vierten bzw. dritten Axiom in Peanos Axiomensystem der Arith.-
metik. Die inhaltliche Giiltigkeit von GI 11 ergibt sich aus der
frither angegebenen Bedeutung des K-Operators (§ 7).

12. Die Schluiregeln der Sprache L.

©; heilt in I unmittelbar ableitbar aus &, (RI1,2) bzw.

aus ©; und &, (RI 3,4), wenn eine der folgenden Bedingungen
RI1—4 erfallt ist:

RI1l. (Einsetzung.) &, hat die Form &, (%)

RI2. (Verkniipfungen.) a) &, entsteht aus &,, indem ein
(echter oder unechter) Teilsatz von der Form &, &, durch
~ &, v &, ersetzt wird oder umgekehrt; b) ebenso mit den Formen
&, .85 und ~ (~&, VvV ~&); c)ebenso mit den Formen &, =S,
und (&, D &) . (S; D S,).

RI3. (Implikation.) &, hat die Form &, D &,.

RI4. (Vollstindige Induktion.) &, hat die Form

&, (1), &, hat die Form &,D &, ().

Was wir in Form einer Definition fiir ,unmittelbar ableitbar
formulieren, pflegt man gewéhnlich in Form von Schlufiregeln
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zu formulieren. Dabei wiirden den angegebenen Bestimmungen

die folgenden vier SchluBiregeln entsprechen:

1. Regel der Einsetzung. Jede Einsetzung ist erlaubt.

2. Regel der Verkniipfungen. a) Ein Teilsatz &, D S, darf  f
stets durch ~ &, v &; ersetzt werden und umgekehrt entsprechend :

b), ).

erschlossen werden.

4. Regel der vollstindigen Induktlon. Beispiel: Aus
pr; (nu) und pr, (31) D pry (3,') darf auf pr, (3;) geschlossen werden. §

Diese Regeln sind so beschaffen, daB8 sie bei inhaltlicher §
Deutung der Sitze von wahren Sitzen stets wieder zu wahren
Satzen fithren. Das ergibt sich fiir RI 1 aus der frither gegebenen %
Deutung der freien Variablen; fir RI2 und 3 aus den Wahr- %
heitswerttafeln (S.18). RI2 vertritt gewissermaBen eine ex- §
plizite Definition fiir die Zeichen der Implikation, Konjunktion &
und Aquivalenz, die nur als Schreibabkiirzungen dienen. RI4 §
entspricht dem in der Arithmetik iiblichen Prinzip der vollstéin-
digen Induktion: kommt eine Eigenschaft der Zahl 0 zu und ist %
sie erblich (d. h. kommt sie, sobald sie irgend einer Zahl n zu-
kommt, auch der Zahl » + 1 zu), so kommt sie jeder Zahl zu

(fiinftes Peanosches Axiom).

13. Ableitungen und Beweise in I.

Dafl ein bestimmter Satz beweisbar bzw. aus bestimmten
anderen ableitbar ist, wird durch Aufstellung eines Beweises
bzw. einer Ableitung gezeigt. Fruchtbarer ist es, allgemeine
syntaktische Sitze nachzuweisen, die besagen, daBl alle Satze
von der und der Form beweisbar bzw. aus Sitzen der und der
Formen ableitbar sind. Der Nachweis eines solchen allgemeinen
syntaktischen Satzes kann zuweilen durch Aufstellung eines
Schemas fiir den Beweis bzw. fiir die Ableitung gefiithrt werden.
Das Schema gibt an, wie im einzelnen Falle der Beweis bzw. die
Ableitung aufzustellen wire. Ein weiteres fruchtbares Verfahren,
das die Aufstellung besonderer Schemata in vielen Fiallen erspart,
besteht darin, daB allgemeine syntaktische Sdtze iiber Beweis-
barkeit oder Ableitbarkeit aus andern derartigen Sidtzen erschlossen
werden konnen. Ist nimlich &4 ableitbar aus &, und &, aus &,,

3. Regel der Implikation. Aus S, und &, DG, darf &,
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1gen f“' i 5o auch &; aus &,; denn diese Ableitung kann durch Aneinander-
I reihung der beiden ersten gebildet werden. Ist &; beweisbar und
S, aus ©, ableitbar, so ist auch &, beweisbar. Ist ferner &, D S,
beweisbar, so ist &, aus &, ableitbar (nach RI 3). Die Umkehrung
gilt nicht allgemein, sondern nur: ist &, geschlossen und &,
ableitbar aus &,, so ist &; D &, beweisbar. [Gegenbeispiel fiir
offenes &, : &, sei ,x = 2, &, sei ,(x) 3 (x == 2)‘; S, ist ableitbar
aus &, (S, und &, sind falsch); aber &, D &, ist hier nicht beweis-
bar, sondern sogar falsch; denn aus diesem Satz ergibt sich durch
Einsetzung von ,2°¢ fiir ,2° und Anwendung von RI 3 @2.]

: Es seien einfache Beispiele fiir ein Beweisschema, ein Ab-
i leitungsschema und einige allgemeine syntaktische Satze iiber
Beweisbarkeit und Ableitbarkeit gegeben. [Die jeweils links
. stehenden Hinweise auf Grundsitze und Regeln dienen nur zur
b Erleichterung des Verstindnisses, sie gehtren nicht zum Schema.
b, Dagegen gehoren die in Textworten angegebenen besonderen
. Bedingungen, denen ein bestimmter Ausdruck unterworfen sein
i soll (z. B. im untenstehenden Ableitungsschema bei &), wesent-
' lich zum Schema. ]

Beispiel eines Beweisschemas.
GI 3, wobei fir &, der Satz ~&; DS, und fir S; S,
genommen wird:

(812 (~8,3€,)3 ((~8,18,)28,12[8;38,)) (3)

IE L) RI3 ((~8,02€,)28,)d(8,068,) (4)
§ f (2) (4) RI3 ©,26, (5)
der 4 1
inen §48 Satz 13'1. S, S, ist stets (d. h. fiir eine beliebige Satz-
ines T 8estalt ©,) beweisbar.
den. & Mit ,Satz m'n‘ bezeichnen wir den syntaktischen Lehr-
die i 8atz Nr. n von § m. Die syntaktischen Sitze 13'1—4 beziehen
ren, S sich auf denjenigen Teil der Sprache I, der dem sogenannten
art, 1 Satzkalkiil entspricht; dieser Teil umfaBt GI 1—3 und RI 1—3.
reis- R Satz 13:2. ©, v ~ &, ist stets beweisbar. Dies ist der soge-
ssen S Dannte Satz vom ausgeschlossenen Dritten.

e | Satz 13'3. G, und ~ ~ &, sind gegenseitig ableitbar.
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Satz 13'4. Ist S, widerlegbar, so ist jeder beliebige Satz S, ab- ;
leitbar aus &;. — Da &, widerlegbar ist, gibt es einen beweis- }
baren Satz ~ &, derart, daB &, aus &, durch Einsetzung gebildet §
ist. ~ ©; konnen wir daher neben &, als Pramisse im Ableitungs-
schema verwenden: ‘

S, (1)

~ S, (2).?

(1) RI S, 3§
GI1 S3D (~B;DG,) (4)]

(3) (4) RI3 ~G3D6, 5).
(2) (6) RI3 S, (6)]

Die folgenden syntaktischen Sitze beziehen sich auf denj]
Teil der Sprache, der iiber den Satzkalkiil hinausgeht, den Pri -3
dikatenkalkiil. [Er wird gewothnlich Funktionenkalkiil}
genannt; bisher versteht man meist unter ,Pridikat’ nur diej
einstelligen pr.] In diesem Gebiet weicht Sprache I stirker vonj
der iiblichen Sprachform (Russell und Hilbert) ab. Da I einej
. . Koordinatensprache ist, wird in den Beweisen und Ableitungeni
die vollstandige Induktion (RI 4) hiufig angewendet.

A. Syntaktische Sédtze iiber Allsatze.

Satz 13-5. Jeder Satz von einer der folgenden Formen ist
beweisbar: |

a) (31)81(81) 3 &1 (1)
b) (31) 81(@1) DS, (%11 ;
¢) (31) 831(8,)=S,, falls 3, in &, nicht frei vorkommt, §
Satz 13-6. Es ist stets ableitbar: |
a) aus (3)8:(81) G ()
b) aus &, (5)3(@1); '
c) aus (3,) B, §@1) &,, falls 3, in &, nicht frei vorkommt; ¥
d) aus (3,) 3,(8,D @2) (31) B1 (@1) D (31) 81 (@2);

e) aus @1 = @2 (61) ,81 (@1) = (81) ,81 (@2) (fOlgt aus
Satz 6 b, d).

B. Syntaktische Sdtze iiber Existenzsitze.
Satz 13'7. Es ist stets beweisbar:
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L.b. B a) (33 nu (@1) =8, (3;{
e | | b) (330 81 (&) =[(3 31 8: (&) v &1 (§)];

z A
zs- B c) &, (%11) D (3 31) 81 (&y)-
4 % Satz 13:8. Aus &, ist (3 3,) 81 (S,) ableitbar; falls 3, in &,

ﬁ ji picht frei vorkommt, gilt auch die Umkehrung. — Weitere Ab-
. leitungsbeziehungen analog Satz 6.

C. Syntaktische Satze liber Gleichungen.
‘ Satz 13°9. Es ist stets beweisbar:

a) (B,= 2)3[83( ) 33 (32)]
b) (81 = B2) D (Bs= B1);
¢) [(B1= B,). (B2 = 831D (81 = 3s)

 Satz 13°10. Aus 3, = 3, ist ableitbar:

9 & (§) =6 ();

b) 85(§)=3s(3).

. Syntaktische Sdtze iiber Ersetzung.

Satz 13'11. Aus 8, = 8, und AZ,B ist A, B ableitbar. Mit
andern Worten: wird eine Gleichung vorausgesetzt, so darf in
Irgend einem Satz die linke Gleichungsseite durch die rechte
ersetzt werden (ebenso auch die rechte durch die linke).

Satz 1312. Aus €, =6, und UAS,B ist AS,B ableitbar.
Mit andern Worten: wird eine Aquivalenz vorausgesetzt, so darf
in irgend einem Satz, in dem das zweite (oder das erste) Aquivalenz-
glied vorkommt, dieses durch das erste (bzw. das zweite) ersetzt
¢ Werden. Der Boweis geschieht durch Analyse der verschiedenen
Formen, in denen ein Satz in einem andern vorkommen kann
(Vgl z. B. Batz 6e). [Vgl. Hilbert [Logik] 61; die Forderung, daf
4 in &, und &, dieselben freien Variablen vorkommen, ist bei
. Unserer Sprachform nicht nétig. ]

Unterschied zwischen Ersetzung und Einsetzung:

i einer Einsetzung (Substitution) miissen alle in dem Satz
vorkommenden gleichartigen Ausdriicke (namlich die gleichen
freien Variablen) zugleich umgeformt werden; dagegen braucht

Dol einer Ersetzung auf die iibrigen Satzteile keine Riicksicht
¢ &enommen zu werden.

Carnap, Logische Syntax. 3
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Auf Satz 11 und 12 beruht die Moglichkeit, den Definitionen,
die Form von Gleichungen zu geben (vgl. § 8). Auf Grundj
einer expliziten Definition kann iiberall das Definiendum durch}
das Definiens ersetzt werden und umgekehrt.

14. Folgebestimmungen fiir Sprache I. |

Es kann der Fall vorkommen, daB fiir ein bestimmtes pr,,]
etwa pr,, jeder Satz von der Form pr, (St) beweisbar ist, nicht;
aber der allgemeine Satz pr, (3;). Ein derartiges pr werden wirf
spater kennenlernen (§ 36). Es fehlt die Moglichkeit, auf denf
Satz pr, (3,) zu schlieBen, obwohl jeder Einzelfall erschlieBbar ist.J
Um diese Moglichkeit zu geben, wollen wir einen Begriff ,Folge‘}
einfithren, der weiter ist als der Begriff ,ableitbar; und analogl
einen Begriff ,analytisch’, der weiter ist als ,beweisbar’, sowiof§
einen Begriff Jkontradiktorisch’, der weiter ist als ,widerlegbar‘.
Die Definition wird so aufgestellt werden, da8 auch jener all-§8
gemeine Satz pr, (3,), obwohl er nicht beweisbar ist, analytisch$¥
wird. 4
Hierfiir ist es erforderlich, auch Klassen von Sitzen zull
behandeln. Bisher haben wir nur von endlichen Reihen vony§
Satzen oder sonstigen Ausdriicken gesprochen. Eine Klasse}l
kann aber auch so beschaffen sein, daf sie nicht durch eine end- §
liche Reihe ausschopfbar ist. (Sie heiBe dann eine unendliche ¥
Klasse; eine genauere Definition dieses Begriffes ist fiir unseren §
Zweck nicht notwendig.) Eine Klasse von Ausdriicken wird §
angegeben durch eine (definite oder indefinite) syntaktische §
Bestimmung iiber die Form der Ausdriicke. Z. B. ist durch jedes }
Grundsatzschema eine unendliche Klasse von Sitzen (definit) §
bestimmt. Das Sprechen von Klassen von Ausdriicken ist nur }
eine bequemere Redeweise fiir das Sprechen iiber syntak- }
tische Formen von Ausdriicken. [Spater werden wir allgemein }
sehen, dafl ,Klasse’ und ,Eigenschaft’ zwei Worter fiir dasselbe g
sind. ] ,
Fir Klassen von Ausdriicken (meist Sitzen) wollen wir §
folgende Bezeichnungen (der Syntaxsprache) anwenden: im all-
gemeinen ,&‘; fiir die Klasse, deren einziges Element A, ist:
,{911}‘; fir die Klasse der Elemente U,, U,, .. {%[1, U } $
fir die Vereinigung der Klassen &, und &, ,®, -+ @ Eine Klasse
von Ausdriicken heiBt deskriptiv, wenn mindestens einer
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‘neng

| ijhrer Ausdriicke deskriptiv ist; andernfalls logisch. (In diesem
CUNd S Pparagraphen bezeichnen ,®,‘° usw. immer Klassen von Sétzen.)

urch‘i &, heilt unmittelbare Folge (in I) von &,:

3 (UF 1). 1. wenn &, endlich ist und es eine Ableitung gibt,
L in der RI4 (vollstindige Induktion) nicht benutzt wird und deren
 Pramissen die Sitze von @, sind und deren letzter Satz &, ist.

(UF 2). 2. wenn es ein 3, gibt derart, daB &, die Klasse aller

pre3
ch

Sitze von der Form &, (élt) ist, also die Klasse {&, (3&), S, (nallx')’
1 (1311")> o }

' Q, heiBt eine unmittelbare Folgeklasse (inI) von R,
ywenn jeder Satz von &, unmittelbare Folge einer Teilklasse
yon ®, ist. Eine endliche Reihe von (nicht notwendig endlichen)
ESatzklassen derart, daB jede (auBer der ersten) unmittelbare Folge-
der ihr in der Reihe unmittelbar vorangehenden Klasse ist,
(héiBt eine Folgereihe (in I). &, heit Folge (in I) von ®,, wenn
‘:' eine Folgereihe gibt, deren erste Klasse &, und deren letzte
Klasse {©, } ist. S, heiBt Folge von &, oder von &,, &,, ..S,,
enn ©,, Folge von {@1} bzw. von {@1, S,, . @m} ist.

Wir sind nicht gezwungen, in der Bestimmung UF 1 die
fRegel RI 4 (vollstindige Induktion) auszuschlieBen. Aber ihre
yitverwendung ware Uberfliissig. Denn auf Grund der gegebenen

Definitionen 148t sich zeigen, daB &, stets Folge von {@3 (g{l ,
e N (gi-)} ist. Diese Klasse sei ®;. Dann ist, wie leicht zu

en, jeder Satz der Form &, ((?’5‘ ableitbar aus ®,, also nach UF' 1

init) unmittelbare Folge von ®,; also ist die Klasse R, dieser Sitze
nuIgs Wnmittelbare Folgeklasse von ®;. ©; ist nach UF 2 unmittelbare
alf-, " ;z‘Folge von &,, also Folge von &,.
nelrk Satz 141. Ist ein Satz aus anderen ableitbar, so auch Folge
& von ihnen.
I Die Folgebeziehung hat einen weiteren Umfang als die Ab-
lﬁftbaarkei’csbeziehung. Die Bestimmung UF 2 wird durch RI 4,
er die soeben angestellte ﬁberlegung zeigt, zum Teil ersetzt.
Ein vollstandiger Ersatz fiir UF 2 ist weder durch RI 4 noch durch
.endWelche sonstigen SchluBregeln der fritheren Art, also Be-
8limmungen iiber ;unmittelbar ableitbar’ moglich. Denn diese
tMmungen beziehen sich stets auf endlich viele Pramissen,

3#
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da ja eine Ableitung eine endliche Reihe von Sitzen sein soll
UF 2 aber bezieht sich unter Umstinden auf unendliche Satz}
klassen. [Vgl. das zu Anfang des Paragraphen gegebene Beispie
Pr4 (31) ist nicht Folge irgend einer echten Teilklasse der Klasse deg
Séitze pr, (St), geschweige denn Folge einer endlichen Teilklasse,§

Wir haben somit zwei verschiedene Deduktionsver}
fahren: das engere der Ableitung und das weitere der Folge *
reihe. Eine Ableitung ist eine endliche Reihe von Sitzen; ein®
Folgereihe ist eine endliche Reihe von nicht notwendig endlicher§
Klassen. Bei der Ableitung ist jeder einzelne Schritt (na.mhc
die Beziehung ,unmittelbar ableitbar‘) definit, nicht aber di
durch die ganze Kette bestimmte Beziehung ,ableitbar‘. Bei de}
Folgereihe ist schon der einzelne Schritt (ndmlich die Beziehung
,unmittelbare Folge‘) indefinit, und um so mehr die Bezieh ng
,Folge’. Der Begriff .,ableitbar® ist enger als der Begriff Folg Q)
Nur der letztere trifft genau das, was man memt wenn maj
sagt: ,,Dieser Satz folgt (logisch) aus jenem®, ,,Ist dieser Saly ,
wahr, so mufl (aus logischen Griinden) auch jener wahr seing
An Stelle des Begriffes ,Folge‘ verwendet man in den iiblichel
Sprachen der symbolischen Logik gewohnlich den engerer
aber weit einfacheren Begriff ,ableitbar, indem man ugendwelc :
definiten SchluBregeln aufstellt. Das Verfahren der Ableitung
ist aber auch stets das grundlegende; jeder Nachweis fiir das Vo A
liegen irgend eines Begriffes geht schlieBlich auf eine Ableit i
zuriick. Auch der Nachweis fiir das Vorliegen einer Folgebegs
zichung, also die Aufstellung einer Folgereihe in der Objekf;
sprache, kann nur vorgenommen werden durch eine Ableltun
(einen Beweis) in der Syntaxsprache. 4

Ein Satz &, heilt analytiseh (in I), wenn er Folge der leerell
Satzklasse (und daher Folge jedes Satzes) ist; kontradiktorisell
wenn jeder Satz Folge von &, ist; synthetisch, wenn er Wed
analytisch noch kontradiktorisch ist.

Eine Satzklasse ®, heiBt analytisch, wenn jeder Sat
von §,; analytisch ist; kontradiktorisch, wenn jeder SatZ
Folge von &, ist; synthetisch, wenn sie weder analytisch nocl
kontradiktorisch ist.

Zwei oder mehrere Satze heilen unvertriiglich (rmtema,nder)
wenn ihre Klasse kontradiktorisch ist; andernfalls vertragllc
(miteinander).
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soll 1' | Satz 14-2. Jeder beweisbare Satz ist analytisch, jeder wider-
Satz:§l legbare kontradiktorisch; die Umkehrung gilt nicht allgemein.
spiel Sl Satz 14:3. Jedes &, (und &) ist entweder analytisch oder

kontradiktorisch. Synthetisch kann nur ein &, (bzw. ein &) sein.

Satz 14:4. Ein &, ist dann und nur dann kontradiktorisch,
wenn mindestens ein zugehoriger Satz kontradiktorisch ist. Ein
e ®, kann auch kontradiktorisch sein, wenn kein zugehdriger Satz
B  kontradiktorisch ist. — Aus diesem Grund ist es wichtig, daB
nicht nur die Satze, sondern auch die Satzklassen in analytische,
kontradiktorische und synthetische eingeteilt werden.

Beispiel. pr, sei ein undefiniertes pry; dann sind die Satze

pr, (mu) und ~ pry (nu) synthetisch; die Klasse dieser beiden Sitze
aber ist (wie ihre Konjunktion) kontradiktorisch.,
- Durch den Begriff ,analytisch’ wird das genau erfaflt,
as man etwa als ,logisch-giiltig’ oder ,aus logischen Griinden
ahr’ zu bezeichnen pflegt. Bisher hat man meist geglaubt, die
ogische Giiltigkeit durch den Begriff ,beweisbar‘, also durch ein
‘Ableitungsverfahren, erfassen zu kénnen. Der Begriff ,beweisbar?
bildet zwar eine fiir die meisten praktischen Fille hinreichende
Annéherung, erschopft aber die logische Giiltigkeit nicht. Fiir die
Begriffspaare ,beweisbar’ — ,analytisch® und ,widerlegbar‘—
,Jkontradiktorisch‘ gilt Analoges wie fiir das Paar ,ableitbar‘—
Folge*.

Bei inhaltlicher Deutung ist ein analytischer Satz unbedingt
wahr, mogen die empirischen Tatsachen sein, wie sie wollen. Er
& besagt daher nichts iiber die Tatsachen. Ein kontradiktorischer
Satz dagegen besagt zu viel, um wahr sein zu konnen; aus ihm
kann jede Tatsache und auch ihr Gegenteil entnommen werden.
Ein synthetischer Satz ist unter Umstinden wahr, ndmlich wenn
bestimmte Tatsachen vorliegen, und unter Umstinden falsch;
daher besagt er etwas dariiber, welche Tatsachen vorliegen. Die
~ 8ynthetischen Satze sind die eigentlichen Wirklichkeits-

~ dussagen.

Wollen wir feststellen, was ein Satz &, (inhaltlich gesprochen)
] Pesagt, ohne da wir den Bereich des Formalen verlassen und zur
- Ihaltlichen Deutung des Satzes iibergehen, so miissen wir unter-
?UChen, welche Sitze Folgen von ihm sind. Dabei konnen wir
.) | Jedoch diejenigen Sitze auBer acht lassen, die aus jedem Satz
'V.‘ folgen, also die analytischen Siatze. Die nicht-analytischen

)

r
0
i
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Folgen von &, bilden den Gesamtbereich dessen, was aus &, Sl
,sherauszuholen‘‘ ist. Wir definieren deshalb: unter dem (logischen) &
Gehalt von &, oder &, (in I) verstehen wir die Klasse der nicht- S
analytischen Sitze (vonI), die Folgen von &, (bzw. &;) (in I) sind. Sl
Man spricht hiufig vom ,,Inhalt‘ oder ,,Sinn‘ eines Satzes, ohne;
genau zu bestimmen, was damit gemeint sein soll. Der defim'erté‘
Begriff ,Gehalt’ scheint uns gerade das zu treffen, was mit ,Inhalt‘ il

oder ,Sinn‘ gemeint ist, sofern nicht etwas Psychologisches undi |
damit AuBerlogisches gemeint ist.

Satze oder Satzklassen mit demselben Gehalt nennen wirj
gehaltgleich. Zwei Sitze sind offenbar dann und nur dannge
gehaltgleich, wenn jeder von beiden Folge des andern ist.

In Diskussionen iiber die Sinngleichheit bestimmter Sitzejls
werden dem Logiker sehr hiufig Einwinde der folgenden Art ent-JEE
gegengehalten: ,,Die und die Sitze kénnen doch nicht denselben Sinnj
haben, denn man verbindet mit ihnen verschiedene Gedanken, Vor- 3
stellungen u. dgl.* Auf diesen Einwand ist zu entgegnen, dafl es sich JEEE
bei der Frage der logischen Sinngleichheit nicht um die Frage derJ il
Ubereinstimmung der Vorstellungen handelt. Die letztere Frage ist A
psychologischer Art; sie ist auf Grund empirischer, psycho- 3
logischer Untersuchungen zu entscheiden; in der Logik hat sie nichts
zu suchen. (Ubrigens ist die Frage, welche Vorstellungen mit einem §i§
bestimmten Satz verkniipft sind, vage und vieldeutig; die Antwort }
wird je nach der betreffenden Versuchsperson und den niheren Um- |
stinden verschieden sein.) Bei der logischen Frage der Sinngleich-
heit kann es sich um nichts anderes handeln als um die Uberein- §i
stimmung der beiden Sitze in allen Folgebeziehungen. Der Begriff §i
der logischen Sinngleichheit wird daher durch den vorhin definierten %
syntaktischen Begriff ,gehaltgleich‘ genau getroffen. — Analoges gilt $i§
fir die Bedeutungsgleichheit zweier Begriffe, die durch den ¥R
syntaktischen Begriff ,synonym‘ erfalt wird. |

Satz 14'5. Gegenseitig ableitbare Satze sind gehaltgleich.
Die Umkehrung gilt nicht allgemein. B

Zwei Ausdriicke %, und %A, heien synonym, wenn jeder §
Satz &,, in dem A, vorkommt, gehaltgleich (nicht etwa nur g
von gleichem Wahrheitswert!) ist mit demjenigen Satz &,, der %
aus &, entsteht, wenn ¥, durch ¥, ersetzt wird. Durch diesen %
Begriff ,synonym‘ ist die Beziechung formal erfafit, die man bei

inhaltlicher Deutung der Sprache als ,Bedeutungsgleichheit’ |
bezeichnet. A

B
*. v

Beispiele: ,2¢ ,0"¢ ,1%, ,sum (1,1)‘ sind synonym. ,te‘ sei ein
undefiniertes fup; auch wenn ,te (3) = 5° ein empirisch wahrer Satz
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s aus GHN

ist, ist ,te (3)° nicht synonym mit ,5° und iberhaupt nicht mit irgend-
ogischen - einem 33 oder Gt. [Aber ,te (3)‘ ist synonym mit ,5° in bezug auf
ler nicht R ,to (3) = 5°; hieriiber § 65.] In der deutschen Sprache sind die Aus-

b driicke ,0dysseus’ und ,der Vater des Telemach‘ nicht synonym,
L. obwohl sie dieselbe Person bezeichnen.

Satz 14-6. Ist 8, = 3, analytisch, so sind 3, und 3, syn-
f onym; und umgekehrt.

n I) singd|
zes, ohngl
lefiniertd

i}}i:h]fi Satz 14'7. a) Ist S, D &, analytisch, so ist &, Folge von
3 £S,. — b) Ist &, Folge von &; und ist &; geschlossen, so ist

anen ik £S, D S, analytisch.

ur dan¥E Satz 14'8. Zwei Sitze sind dann und nur dann synonym,
' wenn sie gehaltgleich sind. [Dies gilt fiir die Sprachen I und II
e sat tund gewisse andere Sprachen, vgl. Satz 65-4b.]

Art enl¥ . Satz 14'9. Ist &, = &, analytisch, so sind &, und &, gehalt-

‘ben Siny ggleich; und umgekehrt.

cen, Vo & - Aus Satz 6, 8 und 9 ergibt sich, da8 Definiendum und Definiens

fB es sicl ines Definitionssatzes stets synonym sind.

ﬁ?f;ed-* . Bemerkungen zur Terminologie. Anstatt des Ausdrucks
psychg panalytisch' verwendet Wittgenstein [Tractatus] und in An-
je nichf3 Jehnung an ihn auch die bisherige Literatur des Wiener Kreises
it einem fden Ausdruck ,tautologisch‘ oder ,Tautologie‘ (der aber nur im
Antworl iBereich des Satzkalkiils definiert wird). Anderseits pflegt man den

ren Unh tAusdruck ,tautologisch® auch auf Umformungen von Sitzen an-
angleicH} Fuwenden, nimlich auf solche, die den Gehalt nicht vermehren; man
Uberein Esagt z. B.: ,,Die Schliisse der Logik sind tautologisch.” Es fithrt

¢ Beorif! fdedoch erfahrungsgemafB leicht zu MiBiverstindnissen und Ver-
finiertel pwirrungen, dafl hier das Wort ,tautologisch® in zwei verschiedenen
oges gill _edeutungen verwendet wird, besonders da die erste Bedeutung
reh den Enicht dem iiblichen Sprachgebrauch entspricht. Es dirfte deshalb

Esweckmiifiger sein, den Ausdruck nur im zweiten Fall (,tautolo-
g gisches SchlieBen‘) beizubehalten, dagegen im ersten Falle den Aus-
;druck ,analytisch zu nehmen (,analytische Sitze‘). Diesen urspriing-
'?f' Kantischen Terminus hat Frege ([Grundlagen] 4) schirfer
ert; er nennt einen Satz analytisch, wenn man fiir seinen Be-
T8 nur . die allgemeinen logischen Gesetze‘ und Definitionen be-

ltgleicﬂ
4

n jede'

ga I(; ] Otigt. Dubislav [Analytische] hat darauf aufmerksam gemacht,

2 ex BEUal dieser Begriff relativ ist; er muB jeweils auf ein bestimmtes

. diesel} I8ystem von Voraussetzungen und Begriindungsarten (d. h. Grund-

nan be #itzen und SchluBregeln) bezogen werden; in unserer Ausdrucks-
pre1se: auf eine bestimmte Sprache.

ichheit D ] . o ]

; . erAusdruck,kontradiktorisch‘(oder,Kontradiktion®)ist
) alls von Wittgenstein eingefithrt worden (innerhalb des Sata-
palkils); Kant hat neben den Ausdriicken ,analytisch und ,syn-
E otisch‘ keinen dritten Ausdruck fir die Negationen der analytischen

sei eill
or Sats




40 Die definite Sprache I.

Siatze verwendet. Es wire vielleicht zu uberlegen, ob man den Aus. -
druck ,analytisch® (nach dem Vorschlag von‘Dubislav [Analytische],
in Abweichung vom iblichen Sprachgebrauch) als Oberbegriff
nehmen wund dann anstatt ,analytisch® und ,kontradiktorisch*
,analytisch wahr‘ und ,analytisch falsch® oder ,positiv-analytisch‘ und

,negativ-analytisch‘ sagen sollte. X A |

C. Bemerkungen zur definiten Sprachform.
15, Definit und indefinit.

Die in der modernen Logik meist benutzte Sprachform ist,'jr
diejenige, die Whitehead und Russell [Princ. Math.] aufj
Grund der Vorarbeiten von Frege, Peano, Schréder u, a.§
aufgebaut haben. Hilbert [Logik] verwendet zwar eine a,nder‘
Symbolik; die Form der Sprache ist aber im wesentlichen diegs
gleiche geblieben. In der Wahl der Zeichen fiir unsere Ob]ekt'l
sprachen I und II lehnen wir uns an die Russellsche Symbolik}
an, da sie am meisten verbreitet ist. In der Sprachform folgeny
wir zwar auch in den Hauptziigen dem Russell-Hilbertschenj
Vorbild, weichen aber in einigen wesentlichen Punkten ab, be-#
sonders in Sprache I. Die wichtigsten Abweichungen sind:
Stellenzeichen anstatt Gegenstandsnamen (Koordinatensprache);]
beschrankte Operatoren (definite Sprache); zwei verschiedene §
Arten der Allgemeinheit. v

Uber den Charakter unserer Sprache als Koordinaten- 3
sprache (Stellenzeichen als Argumente) haben wir schon ge- #
sprochen (§ 3). Bei dieser Sprachform ergibt sich ein wesent- 3
licher syntaktischer Unterschied zwischen den Lage- &
bestimmungen fiir die Stellen und den iibrigen Bestimmungen, §
durch die irgendwelche Beschaffenheiten der Stellen angegeben §
werden ; die letzteren wollen wir qualitative Bestimmungen §
nennen. Eine Lagebeziehung wird im einfachsten Fall durch {
einen analytischen (bzw. kontradiktorischen) Satz ausgesprochen ¥
(z. B. ,,Stelle 7 und Stelle 6 sind benachbart*); dagegen wird &
eine qualitative Beziehung im einfachsten Fall durch einen @
synthetischen deskriptiven Satz ausgedriickt (z. B. ,,Stelle 7 &
und Stelle 6 haben dieselbe Farbe‘). Jener Satz wird durch §
logische Operationen entschieden, namlich durch einen Beweis; §&
dieser Satz aber kann nur auf Grund empirischer Beobachtungen {8
entschieden werden, d. h. durch Ableitung aus Beobachtungs- |
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gitzen. Darin liegt ein wesentlicher Unterschied, der verwischt
wird, wenn man die Sprache in der bisher iblichen Weise so
gufbaut, dal Lagebeziehungen und qualitative Beziehungen
gyntaktisch gleichartig ausgedriickt werden.

Wir wollen ein Zeichen der Sprachen I und II definit
pennen, wenn es eine undefinierte Konstante ist oder eine defi-
pierte Konstante, in deren Definitionenkette kein unbeschrinkter
Operator vorkommt; andernfalls indefinit. Ein Ausdruck
goll definit heiBlen, wenn in ihm alle Konstanten definit und
alle Variabeln beschrinkt gebunden sind; andernfalls indefinit.
Alle definiten Ausdriicke sind geschlossen. Fiir die Ausdriicke
in Sprache I fallen die Begriffe ,definit‘ und ,geschlossen‘ zu-
gammen; ebenso ,indefinit’ und ,offen‘. Wir nennen I eine de-
finite Sprache, weil in I alle Konstanten und alle geschlosse-

_mnen Ausdriicke definit sind. [In einem strengeren Sinne definit
; mag man eine Sprache nennen, in der alle Ausdriicke definit
' d.] [Uber die Zuléissigkeit indefiniter Begriffe vgl. § 43 bis 45.]
" Einen Zahlausdruck, etwa 3;, ,ausrechnen’, heift: 3,
n ein &t umformen, genauer: einen Satz der Form 3, = &t
B boweisen. Einen Satz, etwa &;, ,entscheiden’, heift: &, ent-
eder beweisen oder widerlegen. Es laft sich nun zeigen, daB
des definite 3, ausgerechnet und jedes definite &
tschieden werden kann. Und zwar gibt es fiir diese
usrechnung bzw. Entscheidung ein festes Verfahren. Ist pr,
definites pr{’, fu, ein definites fuf, so ist also pr; (&t,, ..St,,)
entscheidbar und fu? (©t,, ..St,) stets ausrechenbar.

16. Zum Intuitionismus.

- Einige von den Tendenzen, die man etwa als finitistisch
oder konstruktivistisch zu bezeichnen pflegt, finden in der
definiten Sprache I in gewissem Sinn ihre Verwirklichung. ,,In
gewissem Sinn*; genau laBt sich das nicht feststellen, da jene
Tendenzen meist nur vage formuliert werden. Sie werden haupt-
Sachhch vertreten vom Intuitionismus (Poincaré; gegen-
wirtig vor allem Brouwer, ferner Weyl, Heyting, Becker)
und von verwandten Rlchtungen (z. B. ¥. Kaufmann und
Wittgenstein). Die Berithrungspunkte sollen sogleich naher
.o 2gegeben werden. Unsere Auffassung unterscheidet sich aber
VOn den genannten Richtungen in einem wesentlichen Punkt.
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Wir meinen, dafl die vom Intuitionismus behandelten Probleme %K
erst durch Aufstellung eines Kalkiils scharf formuliert werden, 3
daB alle nicht-formalen Erérterungen nur als mehr oder weniger #
vage Vorbereitungen zur Aufstellung eines Kalkiils gelten kénnen. §
Die Intuitionisten sind dagegen meist der Anschauung, da8 der §
Kalkﬁl etwas Unwesentliches, nachtriaglich Hinzukommendes
ei. Nur Heyting hat einen interessanten Versuch zur Formali- .
swrung vom intuitionistischen Standpunkt aus unternommen 1
von seiner Methode wird spiter die Rede sein.
Hat man sich einmal klar gemacht, daf alle pro- und kontra- §
intuitionistischen Erérterungen von der Form eines Kalkiils 3§
handeln, so wird man die Frage nicht mehr in der Form stellen:;
,»,Wie ist das und das?“, sondern: ,,Wie wollen wir das und§i
das in der aufzubauenden Sprache einrichten ?* oder theoretischi
gesprochen: ,,Welche Folgen hat es, wenn wir die Sprache sogE
oder wenn wir sie so einrichten?“. Damit verschwindet diefl
dogmatische Einstellung, durch die die Diskussion haufig un-g
fruchtbar wird. Wenn wir hier die Sprache I so aufstellen, daf3 3
sie definit ist und dadurch gewisse intuitionistische Forderungen§
erfiillt, so geschieht das nicht in der Meinung, da8 dies die einzig $
mogliche oder einzig berechtigte Sprachform sei. Vielmehr werden |
wir die definite Sprache I als Teilsprache in die umfassendere j
indefinite Sprache II einordnen; hierbei wird die Form beider §
Sprachen als Sache der Festsetzung angesehen. |
In Sprache I sind alle pr; und fu, definit; ob ein bestimmtes §

pr, einer bestimmten Zahl zukommt oder nicht und ob ein be- §
stimmtes fu; fiir eine bestimmte Zahl einen bestimmten Wert |
hat oder nicht, ist stets entscheidbar. Dies entspricht der g
Forderung des Intuitionismus, Begriffe ohne Angabe §
eines Entscheidungsverfahrens nicht zuzulassen. Ferner hat §
die Nichtverwendung unbeschréankter Operatoren in I zur Folge, &
daB wunbeschrinkte Allgemeinheit zwar positiv ausgedriickt ¥
werden kann (ndmlich durch freie Variable), aber nicht negiert &
werden kann. Wir konnen nur entweder sagen ,P(z), d. h.
,,Alle Zahlen haben die Eigenschaft P, oder ,~P (x), d. h. |
,,Alle Zahlen haben die Eigenschaft nicht-P*, , Keine Zahl hat J
die Eigenschaft P*“. Dagegen ist ,Nicht alle Zahlen haben die
Eigenschaft P in I nicht ausdriickbar; in II wird es durch J
z) (P (z))° ausgedriickt werden. Diesen Satz werden wir &
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in II (wie in den Sprachen von Russell und Hilbert) als gleich-
den, | bedeutend behandeln mit ,(3 z) (~P (2))', d. h. ,,Es gibt (min-
liger § destens) eine Zahl mit der Eigenschaft nicht-P*‘. Derartige un-

beschrinkte Existenzsidtze gibt es in I nicht. Auch das entspricht
einer Forderung des Intuitionismus: ein Existenzsatz darf nur
behauptet werden, wenn ein konkretes Beispiel aufgewiesen
oder wenigstens ein Verfahren angegeben wird, mit dessen Hilfe
in einer endlichen, beschrankten Anzahl von Schritten ein Beispiel
konstruiert werden kann. Den Intuitionisten gilt Existenz
ohne Konstruktionsvorschrift als ,,unzulissig® oder ,,sinn-
los*‘; es wird aber nicht ganz klar, ob (und in welcher genaueren
Begrenzung) nach ihrer Ansicht Existenzsidtze oder vielleicht
. auch schon negierte Allsitze durch syntaktische Formbestimmun-
en ausgeschlossen werden sollen, oder ob nur gewisse Umfor-
mungsmoglichkeiten ausgeschlossen werden sollen. Es handelt
sich hierbei vor allem um den indirekten Beweis auf Grund der
Widerlegung eines Allsatzes. Betrachten wir ein Beispiel (,P
sel ein pr): (2) (P () (S;), ~ (x) (P (2)) (S,), (32) (~P (2)
©,). In der klassischen Mathematik (und so auch in der Russell-
~ Hilbertschen Logik und in II) schlieBt man, wenn &; ad ab-
surdum gefiihrt ist, zunéchst auf &, und hieraus auf den Existenz-
gatz S;. Um diesen SchluB auf einen unbeschrinkten, nicht-
konstruktiven Existenzsatz auszuschlieBen, lehnt Brouwer den
sogenannten Satz vom ausgeschlossenen Dritten ab.
Die Sprachform I zeigt nun, daB diese Absicht auch auf andere
Weise erreicht werden kann, namlich durch die AusschlieBung
der unbeschrinkten Operatoren: Zwar kann &, in I durch
P () wiedergegeben werden, aber S, und &, sind nicht in I

.
i o s e
ot b 5
b P

zabe B iibersetzbar. Dabei bleibt der Satz vom ausgeschlossenen Dritten
hat Si&  (in ) giltig (Satz 13'2). Die AusschlieBung dieses Satzes bringt
olge, ; ! | bekanntlich erhebliche Komplikationen mit sich, die in I nicht
ickt @@  auftreten. Sprache I erfiillt also die Grundforderungen des
riert 1 . Intuitionismus in einfacherer Weise als die von Brouwer an-
. h. i i gedeutete (und von Heyting teilweise durchgefithrte) Sprachform.
. h. @ In I wird Allgemeinheit auf zwei verschiedene Weisen aus-

hat I - gedriickt: durch freie Variable und durch einen Alloperator.

die } P Da letzterer in I stets beschrankt ist, sind beide Ausdrucksarten
arch 1 4 I}lcht gleichwertig. Wir konnen nun die beiden Ausdrucksmog-
wir S lichkeiten dazu verwenden, um zwei verschiedene Arten
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der Allgemeinheit auszudriicken. Betrachten wir Beispiele;‘%:
1: ,,Alle Eisenstiicke auf diesem Tisch sind rund“; 2a: ,,Alle}
Eisenstiicke sind Metallstiicke”; 2b: ,,Alle Eisenstiicke sindf:
magnetisierbar“. Im Fall 1 beruht der Satz auf empirischerk
Durchpriifung einer Reibe von Einzelfdllen; ein derartige -
Satz ist nur feststellbar fiir ein beschrinktes Gebiet; dahen
ist zu seiner Formulierung der beschrinkte Alloperator geeignet$¥
In den Fillen 2a, b liegt unbeschrinkte Allgemeinheit vor. Digk
Giiltigkeit dieser Sitze wird nicht durch eine Durchpriifung
der Exemplare bestatigt. Satz 2a ist analytisch, er folgt aud
der Definition von ,Eisen‘. Satz 2b hat (wie alle sogenannten
Naturgesetze) den Charakter einer Hypothese; eine solche beruhf
auf einer konventionellen Ansetzung in Anlehnung an eine teil
weise Durchpriiffung der Einzelfille. Zur Formulierung dej
unbeschrinkten Allgemeinheit der Beispiele 2a, b ist die Ve l
wendung der freien Variablen geeignet. F. Kaufmann haf
mit Recht nachdriicklich auf den Unterschied zwischen jenen
beiden Arten der Allgemeinheit hingewiesen (er bezeichnet sig
in Apkniipfung an Husserl als individuelle (1) und spezifische (2a]
Allgemeinheit). [Ob seine auf diese Unterscheidung gegriindeté
Kritik der bisherigen Logik, besonders Russells, und der Mengen}
lehre in allen Punkten zu Recht besteht, bleibe dahingestellt.}
Vielleicht stellt die Sprachform I die Verwirklichung eines Teiledl
der Ideen von Kaufmann dar; genau 18t sich das nicht entscheid
den, da K. ebensowenig wie Brouwer Ansitze zur Aufstellung
eines formalen Systems gibt. Eine Abweichung von der Sprach4
form I liegt darin, daB K. wie Wittgenstein die Satze der Art 21
fiir unzulissig hilt, da sie weder analytisch noch beschrink
sind und daher iiberhaupt nicht vollstandig verifiziert werde r
konnen; im Unterschied zu dieser Auffassung 1aB8t die Sprach{
" form I auch synthetische unbeschrinkt allgemeine Sitze zu.

H

17, Toleranzprinzip der Syntax.

Wir haben im vorangehenden einige Beispiele negativey
Forderungen (besonders von Brouwer, Kaufmann, Wittgenstein)
besprochen, durch die gewisse iibliche Sprachformen — Aus
drucksweisen und SchluBweisen — ausgeschaltet werden sollen!
Unsere Einstellung zu Forderungen dieser Art sei allgemeint
formuliert durch das Toleranzprinzip: wir wollen nich¥
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Verbote aufstellen, sondern Festsetzungen treffen.
Einige der bisherigen Verbote haben das historische Verdienst,
daB sie auf wichtige Unterschiede nachdriicklich aufmerksam
gema,cht haben. Aber solche Verbote kénnen durch eine defini-
torische Unterscheidung ersetzt werden. In manchen Fallen
geschieht das dadurch, daBl Sprachformen verschiedener Arten
pnebeneinander untersucht werden (analog den Systemen eukli-
discher und nichteuklidischer Geometrie), z. B. eine definite
Sprache und eine indefinite Sprache, eine Sprache ohne und
eine Sprache mit Satz vom ausgeschlossenen Dritten. Zuweilen
ist ein Verbot dadurch zu ersetzen, dall der gemeinte Unter-
gohied innerhalb einer bestimmten Sprachform durch eine ge-
eignete Einteilung der Ausdriicke und Untersuchung der ver-
schiedenen Arten beriicksichtigt wird. So werden z. B. in I
deskriptive und logische Pridikate unterschieden, wahrend Witt-
genstein und Kaufmann logische oder arithmetische Eigenschaften

‘ablehnen; in II werden definite und indefinite Priadikate unter-
- schieden und ihre verschiedenen Eigenschaften festgestellt;

foerner unterscheiden wir in II beschriankt allgemeine Sitze,
analytische unbeschrinkt allgemeine Sidtze und synthetische
unbeschrinkt allgemeine Sitze, wihrend Wittgenstein, Kaufmann

tund Schlick die Siatze der dritten Art (Naturgesetze) aus der

Sprache ausschalten wollen, weil sie nicht vollstindig verifizier-
* In der Logik gibt es keine Moral. Jeder mag seine
gik, d. h. seine Sprachform, aufbauen wie er will. Nur mul
er, wenn er mit uns diskutieren will, deutlich angeben, wie er

es machen will, syntaktische Bestimmungen geben anstatt philo-

. sophischer Erorterungen.

Die hier gemeinte tolerante Einstellung dirfte, bezogen auf
spezielle mathematische Kalkiile, den meisten Mathematikern nahe-
liegen, ohne dafB man sie ausdriicklich auszusprechen pflegt. Im Streit
um die logischen Grundlagen der Mathematik ist sie mit besonderem
Nachdruck (und anscheinend zuerst) von Menger [Intuitionismus]
324f. vertreten worden. Men ger weist darauf hin, daf der Begriff
der Konstruktivitit, den der Intuitionismus verabsolutiert, enger
und weiter genommen werden kann. — Wie wichtig es fiir die Auf-
klarung philosophischer Scheinprobleme ist, die tolerante Einstellung
auch auf die Form der Gesamtsprache zu beziehen, wird spiter
deutlich werden (vgl. § 78).
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II. Formaler Aufbau der Syntax der Sprache I.

18. Die Syntax von I kann in I formuliert werden.

Wir haben bisher unterschieden zwischen der Objektsprache
und der Syntaxsprache, in der die Syntax der Objektsprache
formuliert wird. Sind dies notwendig zwei verschiedene Sprachen ?
Wenn man diese Frage bejaht (wie es z. B. Herbrand in bezug
auf die Metamathematik tut), so wird zur Formulierung der
Syntax der Syntaxsprache eine dritte Sprache benétigt, usf.
ins Unendliche. Nach einer anderen Auffassung (Wittgenstein)
gibt es nur Eine Sprache; was wir Syntax nennen, kann nach
dieser Auffassung iiberhaupt nicht ausgesprochen werden, sondern
,zeigt sich.  Im Unterschied zu diesen Auffassungen wollen
wir zeigen, dafl man tatsichlich mit Einer Sprache auskommt;
aber nicht durch Verzicht auf die Syntax, sondern dadurch,
daf3 die Syntax dieser Sprache in dieser Sprache selbst formuliert
werden kann, ohne daBl dadurch ein Widerspruch entsteht.
In jeder Sprache S kann die Syntax irgendeiner beliebigen
Sprache — gleichviel ob die einer ganz andersartigen Sprache oder
die einer Teilsprache von S oder die von S selbst — in dem-
jenigen Umfang formuliert werden, der durch den Reichtum der
Sprache S an Ausdrucksmitteln gegeben ist. So kann mit den
Mitteln der definiten Sprache I der definite Teil der Syntax
jeder beliebigen Sprache formuliert werden, z. B. der Russell-
schen Sprache oder der Sprache IT oder auch der Sprache I
selbst. Das letztere soll im folgenden durchgefiihrt werden:
wir werden die Syntax von I — soweit sie definit ist — in
I selbst formulieren. Dabei kann es auch vorkommen, dal3
ein Satz ©; von I, inhaltlich gedeutet als syntaktischer Satz,
iiber &, selbst spricht, ohne daB dabei ein Widerspruch entsteht.

Wir unterscheiden zwischen deskriptiver und reiner Syntax
(vgl. S. 7). Ein Satz der deskriptiven Syntax irgendeiner
Sprache kann z. B. besagen, daB an einer bestimmten Stellen-
reihe ein Ausdruck der und der Art stehe. [Ein Zeichen nimmt
eine Stelle ein, ein Ausdruck nimmt eine Stellenreihe ein.] Bei-
spiel: ,,Auf Seite 31, Zeile 7 dieses Buches steht ein Ausdruck
von der Form 3 = 33, (nimlich ,» = 2‘). Da .Sprache I iiber
hinreichende Ausdrucksmittel verfiigt, um die Beschaffenheit
eines diskreten Stellengebietes zu beschreiben, so kann ein der-
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artiger deskriptiv-syntaktischer Satz in I formuliert werden,
ganz gleich, ob er einen Ausdruck einer andern Sprache oder
einen Ausdruck von I beschreibt. Man kénnte z. B. so vorgehen,
daB man in I undefinierte pr, fiir die verschiedenen Zeichen-
arten der zu beschreibenden Ausdriicke aufstellt (wir werden
statt dessen spiter ein einziges undefiniertes ju, ,zei‘ aufstellen);
z. B. fiir die Variablen das pr, ,Var’, fiir die logischen Zahlzeichen
das pr, ,LogZz‘, fiir das Identititszeichen das pr, ,Id‘, usw. Be-
zeichnen wir dann die Stelle auf Seite 31, an der ,x = 2 anféngt,
mit ,a‘, so ist jener deskriptiv-syntaktische Satz in folgender
Weise in I zu formulieren: ,Var (a).Id (a'). LogZz (a')’. Dies
ist ein synthetischer deskriptiver Satz. Wir kénnen dann weiter
z. B. das pr, ,LogSatz‘ so definieren, daBl ,LogSatz (z, u)° besagt:
,»An der Stellenreihe von x bis x 4+ u steht ein &‘. Dann ist der
Satz ,,Jeder Ausdruck der Form j = 33 ist ein & in I wieder-
zugeben durch ,(Var (z).I1d (') . LogZz (2")) D LogSatz (z, 2);
dies ist ein analytischer Satz, der sich aus der Definition von
,JLogSatz‘ ergibt.

19. Arithmetisierung der Syntax.

Man kann, wie frither erwiahnt, irgendwelche pr, stets durch
fu, ersetzen. Mehrere pr, mogen zusammengehorig heilen,
wenn jeder Stelle héchstens Eines von ihnen zukommen kann.
Dann kann man eine Klasse zusammengehoriger pr, stets durch
Ein fu, ersetzen, indem man den einzelnen pr, systematisch
oder willkiirlich je einen Wert des fu, zuordnet. [Beispiel. Die
Klasse der auszudriickenden Farben sei endlich. Wir koénnen
jede Farbe durch ein pr, ,Blau‘, ,Rot‘ usw. ausdriicken. Diese
pry sind dann zusammengehorig. Daher kénnen wir sie durch
Ein fu,, etwa ,fa‘, ersetzen, indem wir die Farben irgendwie
numerieren und festsetzen, daf ,fa (a) = b‘ besagen soll: ,,An
der Stelle a ist die Farbe Nr. b“.] So wollen wir auch bei der
Formulierung der Syntax von I in I die verschiedenen Zeichen-
arten nicht durch verschiedene pr, bezeichnen (wie in dem Bei-
spiel von § 18 durch ,Id‘ usw.), sondern durch Ein fu, ,zei’. Die
Werte von ,zei‘ werden wir den verschiedenen Zeichen (-Gestalten)
zuordnen (teils willkiirlich, teils nach gewissen Regeln); wir nennen
sie die Gliedzahlen der betreffenden Zeichen. Z. B. werden
wir dem Identitdtszeichen die Gliedzahl 15 zuordnen; d. h. wir
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wollen (anstatt ,Id (a)‘) ,zei (a) = 15° schreiben, wenn aus-
gedriickt werden soll, dafl an der Stelle a das Identitdtszeichen
steht. Fir die Wahl dieses Verfahrens der Arithmetisierung
der Syntax spricht nicht nur die Ersparung an syntaktischen
Grundbegriffen, sondern auch noch andere Griinde, die spiter
erortert werden. [Wu‘ bedienen uns bei der Arithmetisierung
der Methode, die Godel [Unentscheidbare] mit groBem Erfolg
in der Metamathematik, der Syntax der Mathematik, angewendet
hat.]

Die Festsetzung der Gliedzahlen fiir die verschiedenen
Zeichen kann im allgemeinen beliebig getroffen werden. Nur
mufB} dafir gesorgt werden, dafl fir die Variablen, deren Anzahl
ja unbeschriankt ist, unbeschrankt viele Gliedzahlen zur Verfiigung
stehen; ebenso fiir die 33, pr und ju. Wir wollen nun in folgender
Weise fiir die Gliedzahlen dieser Zeichenarten unendliche Klassen
von Zahlen bestimmen. p durchlaufe die Primzahlen grofler
als 2. Nun bestimmen wir: die Gliedzahl eines 3 soll ein p sein
(also irgendeine Primzahl] grofer als 2); die Gliedzahl eines defi-
nierten 33 soll ein p* sein (also zweite Potenz irgendeiner Prim-
zahl grofler als 2); die Gliedzahl eines undefinierten pr soll ein p3
sein, die eines definierten pr ein p% die eines undefinierten fu
ein p° (und zwar die Gliedzahl von ,zei‘: 35, also 243), die eines
definierten fu ein p%. Es werden jedoch nicht alle Zahlen der
hiermit bestimmten Klassen als Gliedzahlen verwendet; die
Auswahl wird spéter bestimmt. Fiir die iibrigen Zeichen, ndmlich
die undefinierten logischen Konstanten, bestimmen wir
(willkiirlich) andere Zahlen, und zwar:

fiir das Zeichen: 0 ( ) ' =3 K~V . D¢ 7y

3

die Gliedzahl: 4,6, 10, 12, 14, 15, 18, 20, 21, 22, 24, 26, 30, 33, 34.

[Die letzten drei Zeichen sind Hilfszeichen, die nicht in den
Ausdriicken der Sprache selbst vorkommen; hieriiber S. 59.]
Wird in I irgendeine empirische Theorie formuliert, so treten
die deskriptiven Grundzeichen dieser Theorie zu den logischen
Grundzeichen von I. So auch bei der Formulierung der deskrip-
tiven Syntax; hier ist ,zei’ das einzige zusitzliche Grundzeichen.
In dem folgenden Aufbau des Systems der syntaktischen Defini-
tionen wird ,zei‘ aber zunichst nicht verwendet. Denn hierbei
handelt es sich nicht um deskriptive, sondern um reine Syntax;
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diese aber besitzt kein =zusidtzliches Grundzeichen, da
sie nichts anderes als Arithmetik ist. Da den Zeichen
‘Gliedzahlen entsprechen, so entsprechen den Ausdriicken Reihen
von Gliedzahlen, z. B. dem Ausdruck ,z = 0‘ die Reihe 3, 15, 4.
Die Begriffe und Sitze der reinen Syntax beziehen sich nun
anstatt auf die Zeichenreihen auf die entsprechenden Reihen
von Gliedzahlen; sie sind somit arithmetische Begriffe bzw.
Sétze.

Die Formulierung der Syntax wird technisch einfacher,
wenn wir mit der Methode der Zahlenzuordnung noch einen
Schritt weiter gehen. Wir wollen eine Regel aufstellen, durch
die jeder Reihe von Gliedzahlen eindeutig eine Zahl — wir nennen
sie die Reihenzahl der Reihe — zugeordnet wird. Danach haben
wir es nicht mehr mit Zahlenreihen, sondern nur noch mit ein-
zelnen Zahlen zu tun. Die Regel lautet: als Reihenzahl fiir eine
Reihe, die aus n Gliedzahlen k,, k,, ..k, besteht, ist p,"1.pf. ...
. p,*» zu nehmen, wobei p, (¢ = 1 bis n) die i-te Primzahl, der
Grofe nach, sein soll. [Beispiel. Die Reihe 3,15,4 und damit
der Ausdruck ,z = 0‘ hat die Reihenzahl 23. 315 . 54.] Da die
Zerlegung einer Zahl in ihre Primfaktoren eindeutig ist, so 148t
sich aus einer Reihenzahl wieder die Reihe der Gliedzahlen in
ihrer wurspriinglichen Anordnung zuriickgewinnen und damit
auch der Sprachausdruck, dem die Reihenzahl zugeordnet ist.
[Die frilher angegebenen Bestimmungen iiber Gliedzahlen sind
ibrigens — was jedoch nicht erforderlich ist — so getroffen,
daB keine Gliedzahl zugleich Reihenzahl irgendeiner Reihe ist.]

Das Verfahren der Reihenzahlbildung kann iteriert werden.
Z. B. entspricht einem Beweis als einer Reihe von Sitzen zu-
nichst eine Reihe von Reihenzahlen. Dieser Reihe von Reihen-
zahlen ordnen wir dann nach dem beschriebenen Verfahren eine
Reihenreihenzahl zu.

Auf Grund dieser Festsetzungen iiber Glied- und Reihen-
zahlen werden nun alle Definitionen der reinen Syntax zu
arithmetischen Definitionen, namlich zu Definitionen von Zahl-
Eigenschaften und -Beziehungen. Z. B. wird die Definition fir
,Satz‘ (in Wortumschreibung) nicht mehr die Form haben: ,,Ein
Ausdruck heiB3t ein Satz, wenn er so und so aus Zeichen zu-
sammengesetzt ist‘, sondern: , Kin Ausdruck heit ein Satz,
wenn seine Reihenzahl die und die Bedingungen erfullt oder

Carnap, Syntax, 2. Aufl, 4

JANTIALTSA Y AT



50 Formaler Aufbau der Syntax der Sprache 1.

genauer: , Eine Zahl heifit Reihenzahl eines Satzes, wenn sie
die und die Bedingungen erfiillt. Diese Bedingungen betreffen
nur die Art und Reihenfolge der Zeichen des Ausdrucks, also
die Art und Reihenfolge der Exponenten der Primfaktoren der
Reihenzahl; wir werden sie daher rein arithmetisch ausdriicken
konnen. Alle Sitze der reinen Syntax folgen aus diesen arith-
metischen Definitionen und sind somit analytische Sitze der
elementaren Arithmetik. Die Definitionen und Séitze der in dieser
Weise arithmetisierten Syntax unterscheiden sich von den iibrigen
Definitionen und Sitzen der Arithmetik nicht grundsitzlich,
sondern nur dadurch, daB8 wir ihnen innerhalb eines bestimmten
Systems eine bestimmte (ndmlich die syntaktische) Deutung geben.

Wird das Verfahren der Arithmetisierung nichf angewendet,
so treten bei der exakten Formulierung der Syntax gewisse
Schwierigkeiten auf. Betrachten wir etwa den syntaktischen
Satz ,,&, ist nicht beweisbar‘; er bedeutet: ,Keine Satzreihe
ist ein Beweis mit dem Endsatz &,. Wird die Syntax nicht
arithmetisiert, sondern, wie frither angedeutet, mit Hilfe von
pr, (,Var’ usw.) aufgebaut, so kann man sie etwa deuten als
Theorie iiber bestimmte physikalische Gegenstandsreihen, nim-
lich die Reihen von Schriftzeichen. In einer solchen Syntax
kann man zwar ausdriicken: ,,Es gibt keinen wirklich geschrie-
benen Beweis fur &,“; aber jener Satz iiber die Nichtbeweis-
barkeit von &, will ja weit mehr besagen, namlich: , Es ist
kein Beweis fiir &; moéglich®. Um einen solchen Satz tber
Moglichkeit in jener nicht arithmetisierten Syntax (gleichviel,
ob man sie physikalisch deutet oder nicht) ausdriicken zu konnen,
miite diese Syntax erginzt werden durch eine (nicht empirische,
sondern analytische) Theorie moéglicher Anordnungen irgend-
welcher Elemente, also durch eine reine Kombinatorik. Es er-
weist sich aber als weit einfacher, anstatt eine solche Kombina-
torik in nicht-arithmetischer Form neu aufzubauen, die Arith-
metik der natiirlichen Zahlen zu verwenden, die ja die ganze
Kombinatorik (endlich oder abzihlbar vieler Elemente) in sich
enthilt. Dies ist der wichtigste Grund fir die Arith-
metisierung der Syntax. In der arithmetisierten Syntax
lautet jener Satz: , Es gibt keine Zahl, die Reihenreihenzahl
eines Beweises mit dem Endsatz &, wire". Wir werden sehen,
daB sich eine arithmetische Definition aufstellen 1i8t fir die
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Eigenschaft einer Zahl, Reihenreihenzahl eines Beweises mit
einer vorgegebenen Reihenzahl als Endzahl zu sein. Jener Satz
hat somit die Form: ,,Es gibt keine Zahl mit der und der arith-
metischen Figenschaft; dies ist ein rein arithmetischer Satz.
Auf Grund der Arithmetisierung sind wir imstande, auch die-
jenigen syntaktischen Begriffe, die (wie z. B. Ableitbarkeit und
Beweisbarkeit) von einer bestimmten Méglichkeit sprechen,
ohne verwickelte neue Hilfsmittel auszudriicken.

20. Allgemeine Bestimmungen.

Wir geben jetzt den Aufbau der Syntax von I, dargestellt
in I, als System arithmetischer Definitionen. Den Definitionen
sind Erlduterungen (in Kleindruck) beigefiigt, die auf die Deutung
der betreffenden Begriffe als syntaktischer Begriffe hinweisen.
Die Erlauterungen sind der Kiirze wegen oft ungenau und
unkorrekt formuliert; die exakte Darstellung der Syntax
besteht allein aus den symbolisch geschriebenen
Definitionen. Alle Zeichen, die in diesen Definitionen verwendet
werden, gehéren entweder zu den logischen Grundzeichen von
I (vgl. S. 22) oder werden im folgenden definiert; und zwar werden
definiert gewisse 33, pr; und fu, Fir die folgenden Definitionen

verwenden wir als 3 die Buchstaben ,&°, I, . .,2"; [spéter in Sprache
IT werden ,p‘, ..t° als Satzvariable verwendet, die in I nicht
vorkommen].

Die ersten Definitionen (D 1—23) sind allgemeiner Art, fir
die Syntax beliebiger Sprachen verwendbar.

D1. nf (x) = !
D2 1 m(0,y)=y
2. sum (2!, ) = nf (sum (z, )
D3. 1. prod (0, y) = 0
2. prod («', y) = sum (prod (z, y), ¥)
D4. 1. po (0, y)»—O' '
2. po (k', y) = prod (po (k, y), y)
Po (x k) = po (k, x)
1. (0) = 0'
2. fak(x)~prod (fak (x), ').

D 5.
D 6.

Zu D 1—6. Explizite (D 1, 5) bzw. rekursive (D 2, 3, 4, 6)
Definitionen fir sechs fu; mit der Bedeutung: Nachfolger (von =z),

4*
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Summe (von =z und y), Produkt, Potenz (,pot(x, v)‘:,,xv"),
Fakultit (vgl. S. 13). ,po‘ ist nur ein Hilfsbegriff fur ,pot‘; er ist
erforderlich, weil wir festgesetzt haben, dall die erste Argumentstelle
Rekursionsstelle sein soll.

Auf Grund der aufgestellten rekursiven Definitionen fiir
,sum‘ und ,prod‘ konnen mit Hilfe von RI4 (vollstindige In-
duktion) die iiblichen Grundgesetze der Arithmetik (kom-
mutative, assoziative und distributive Gesetze) bewiesen werden,

und weiterhin alle bekannten Lehrsitze der elementaren Arith-
metik.

D7.1.1=0"2.2=1" ... 10.10=19"; ...34. 34 = 33".
Definierte 33, soweit wir sie brauchen. Hierbei ist eine mehr-
stellige Dezimalziffer als Ein unzerlegbares 33 genommen.
D8. Grgl(x,y)=(gu)x (a: = sum (y, u))
D9. Gr(z, y)=(Grgl (=, y). ~ (z=1))
D 10. Tlb (z, y) = (3 u) = (x = prod (y, u))
D11. Prim(a;)z(N(xz 0). ~(x= 1).(u)x((u= v
(u=2)V ~Tlb (2, v)))
D 8—11. Vier pr; mit der Bedeutung: z>y; = > y; x ist
teilbar durch y; « ist Primzahl (vgl. S.12).
D12. 1. pr(0,2)=0
2. pr(n!, x)= (Ky)x(Prim(y).le(x, ¥).Gr (y,pr(n, z)))

pr(n, x): die n-te (der Grofle nach) in x als Faktor enthaltene
Primzahl.

D13. 1. prim (0)=0
2. prim (n') = (Km) nf [fak (prim (n))] [Prim (m).
Gr (m, prim (n))]

prim (n) ist die n-te Primzahl, der Grofle nach.

D 14. gl (n, z) = (Ky) z [~ Tlb (a:, pot [pr (n, x), y'])]

gl(n, 2): die n-te Gliedzahl der Reihe mit der Reihenzahl z.
D 15. Ing (z) = (Kn) z (pr (n!, 2) = 0)

Ing (x): die Linge (d. h. Anzahl der Glieder) der Reihe mit
der Reihenzahl x.

D 16. letzt (z) = gl (Ing (z), )
letzt (x) ist die letzte Gliedzahl der Reihe mit der Reihenzahl z.
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D 17. 1. reihe (s) = pot (2, s)
2. reihe2 (s, t) = prod (reihe (s), pot (3, t))
3. reihe3 (s, ¢, u) = prod (reihe? (s, t), pot (5, u))
reihe (s): die Reihenzahl (29) einer Reihe, deren einzige Gliedzahl s
ist; reihe2 (s, t): die Reihenzahl (25. 3! einer Reihe, deren Glied-

zahlen s, ¢ sind; usw. [In ,reihe2‘ ist ,2° kein 33, sondern unselb-
standiger Bestandteil des fur ,reihe2‘.]

Wir wollen fiir die Erlauterungen folgende Abkiirzungen
einfiihren. Anstatt ,Gliedzahl von ... schreiben wir ,GZ...°
(z. B. ,GZNegationszeichen, das ist 21). Anstatt ,Reihenzahl
von ...° schreiben wir ,RZ, . ¢ (z. B. RZ‘ RZQperator’ und
dgl.). Anstatt ,Reihenreihenzahl von...‘ schreiben wir
JBBZ ¢ (z. B. ,RRZBeweis). Lesen wir die Wortumschreibung
einer Definition unter Weglassen dieser Indizes, so erhalten wir
die syntaktische Interpretation der Definition [z. B. bei der Er-
liuterung zu D 18: ,,zus (z, y) ist die Reihe, die zusammengesetzt
ist aus zwei Teilreihen = und y“]. Lesen wir dagegen die Um-
schreibung mit den Indizes, so erhalten wir (meist nicht buch-
stiblich genau) die arithmetische Deutung der Definition. (Z. B.
bei D 18: ,,zus (z, y) ist die Reibenzahl der Reihe, die zusammen-
gesetzt ist aus zwei Teilreithen mit den Reihenzahlen z und y“].
Im folgenden werden wir zunichst diese Indizes stets anfiigen;

spater nur noch, wo es der Deutlichkeit wegen wiinschenswert
erscheint.

D 18. 1. zus (2, y) = (Kz) pot [prim (sum [Ing (z), Ing (y)]),
sum(z, y)] [(n)lng(x) (gl(n, z) = gl(n, x)) . (n) Ing(y)
(~n=10)D [g] (sum [Ing (z), ], z) =gl (n, y)] )]

2. zus 3 (z, y, 2) = zus (zus (z, y), z)
3. zus 4 (z, y, 2, u) = zus (zus 3 (z, ¥, 2), u)
usf.
zus (z, y) ist die RZReihe, die zusammengesetzt ist aus zwei

RZTeilreihen = und y (nicht: GZGliedern; Unterschied zu ,reihe2
(s, D'!). Entsprechend zus3 usf. bei Zusammensetzung aus 3 oder

mehr RZTeilreihen.
D19. ers (z, n, y)= (Kz)pot [prim (sum (Ing (z), Ing (y)]),
sum (z, y)] ((; w)x (3 vz [(x = zus 3 (u,reihe [gl (n,
)], v)). (z = zus 3(u, y, v)) . (n = nf [Ing (v)1)])
ers(x, n, ¥) ist der RZAusdruck, der aus dem RZAusdruck x ent-

steht, wenn das m-te RZGlied in z durch den RZAusdruck y er-
setzt wird.
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D 20. InA (¢, ) = (3 »)Ing (2) (~ (n = 0) . [gl (n, 2) = = 1))
D 21. InAR (¢, 7)== (3 k) Ing (r) (~ k= 0).InA [, glik, r)])
D22. AInA (z, y)=(Ju)y (Jv)¥Y (y = zus3 (u, z, v))

D 23. AInAR (x,7)=(3k)Ing(r (~ k=0).AInA[z, gl (£, r)])

D 20: Das GZZeichen ¢ kommt im ERZAusdruck = vor. D 21:¢
kommt in einem RZAusdruck der RRZAusdrucksreihe r vor. D 22:
Der Ausdruck z kommt (als echter oder unechter Teil) im Ausdruck
y vor. D 23: Der Ausdruck 2z kommt in einem Ausdruck der Aus-
drucksreihe 7 vor.

21. Formbestimmungen: 1. Zahlausdriicke und Sitze.
D 24. einkl (x) = zus3 (reihe (6), x, rethe (10))

Ist x RZ(,, go ist einkl(x) die RZEinklammerung von z, d. h. der
Ausdruck (%,).

D 25. Var (8) = (Prlm . Gr (s, 2))

Var (s): s ist eine Primzahl griBer als 2 (also als Gliedzahl: eine
GZVariable).

D 26. DeftZz 1 (s)= (3 m)s (Var (m) . [s = pot (m, 2)])

Analog sind aufzustellen: D 27: DeftPradl (s); D 28:
DeftFu 1 (s).

D 26—28. s ist ein definiertes GZ3;1 (bzw. prl bzw. ful), wenn s
zweite (bzw. vierte bzw. sechste) Potenz einer Primzahl grofer als 2
ist. (Uber den Zusatz ,1°¢ spiter.)

Bemerkung zu den Gliedzahlen definierter Zeichen.
Wir haben den definierten Zeichen der verschiedenen Arten als
Gliedzahlen die Zahlen dreier Klassen zugeordnet, namlich die
zweiten, vierten und sechsten Potenzen von Primzahlen grofer
als 2. Wir werden jedoch spater die Methode der Definition von
Zeichen derart festsetzen, daB nicht alle Zahlen der genannten
drei Klassen als Gliedzahlen fiir definierte Zeichen verwendet
werden, sondern nur solche Zahlen, die gewisse Bedingungen er-
filllen. Wir nennen ein GZZeichen basiert, wenn es entweder
diese Bedingungen erfiillt oder Grundzeichen ist. Jene Bedingungen
werden so aufgestellt, daB ein Zeichen, das sie erfiillt, durch seine
Definitionenkette auf die Grundzeichen zuriickgeht. — Einen

RZAusdruck nennen wir basiert, wenn jedes seiner GZGlieder
basiert ist.
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Unter die zunéchst definierten Begriffe, deren Bezeichnungen
(und zwar die Wortbezeichnung, das Frakturzeichen und das
Pridikat im formalen System) den Zusatz ,1° oder ,2° tragen
(von ,definiertes 331°, D 26, bis ,konstruiert2‘, D 78) fallen auch
nichtbasierte Zeichen bzw. Ausdriicke. Es sind nur Hilfsbegriffe
fiir die spateren Definitionen.

D 29. UndPrad (s, »)=(3k)s [s = pot (prlm [pot (K", n ],3)]

Analog D 30: UndFu (s n).

s ist ein undefiniertes pt® (bzw. fun), wenn es eine Zahl k gibt
derart, daf} s dritte (bzw. fiunfte) Potenz der (k¥ 4 2)7-ten Primzahl ist.
(Diese Bestimmung wird getroffen, damit sich aus der Gliedzahl eines
pr? oder ju? die Stellenzahl n eindeutig ergibt, die ja fiir die syntak-
tischen Bestimmungen wesentlich ist.)

D 3Y. Zz1 (s) == (DeftZz1 (s) v Var (s) V (s = 4))

s ist ein GZy 1, wenn s entweder ein definiertes GZ331 oder ein j
oder nu ist (vgl. S. 24).

D 32. Prad1 (s) = [DeftPrid1 (s) v (3 n) s (UndPrad (s, n))]

s ist ein G6Zpr1, wenn s entweder ein definiertes prl oder ein un-
definiertes pr ist. Analog D 33: Ful (s): ful.

D34. AOpli(z,s,v) = [Var(s) (z = zus(einkl [reihe (s)], v))
. ~ InA (s, v)]

Analog D 35: EOp1 (~, s,v); D36: KOpl (z, s, v).

D 37. SOpl (z, s, v) (AOpl z,s,v)V EOpl (2, s, v))

D 38. Opl (z,5,v)— (SOpl (2,5, v)vKOpl (zs, v))

Zu D 34: z ist BZAlloperatorl mit der 6ZOperatorvariablen s
und der RZSchranke v, d. h. z hat die Form (3,) 2,, wobei 3, in %,
nicht v 38: Existenzoperatorl, K-Ope-
ratorl, Satzoperatorl (d. h. All- oder Existenzoperatorl), Ope-
ratorl (d.h. Satz- oder K-Operatorl).

D39. ZAl ()= (3s)z(qv)z(gw)z(g3y) z([Zz] (s).[z =
reihe (s) ]] V [z = zus[v, reihe (14)]] v [Ful(s). (z =
zus [reihe (s), einkl (w)])] Vv [KOpl (y,8,v). (z = zus
einkl (w)])])

z ist ein RZ3 1, wenn z eine der folgenden Formen hat: 331, ,',
ful Uy, (Kp) A, (As) (vgl. S. 24). Ay, A,, A, sind hier beliebige Aus-
dricke; dagegen ist bei einem 32 (D 53) U, ein 32, 2, eine Reihe
aus mehreren 32 und Kommata, %, ein ©2; im Unterschied zu einem
B2 ist ein 3 (,ZA', D 87) basiert. Analoges gilt fiir S1 (D 47), &2
(D 54) und & (,Satz‘, D 88).

D 40. neg () = zus (reihe (21), einkl (.’C))

(y.
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D 41. dis (%, y) = zus3 (einkl (z), reihe (22), einkl ()

Analog D 42: kon (z, y); D43: imp (x, y); D44: iq (=, y).

Sind z und y RZAusdricke U,, %,, 80 ist neg(x) die RZNegation
~ (A, djs(x,“y) die Disjunktion (%) v(%,); analog: Konjunktion,
Implikation, Aquivalenz.

D. 45. Verkn (x, y, z) = [(:c = dis (y, 2)) v (z = kon (y, z)) v

(z = imp (y, 2)) v (z = 4q (y, 2))]-
z ist eine RZVerknipfung von y und z: () verfn (A,).
D 46. glg (z, y) = zus3 (x, reihe (15), y)

Sind z und y Ausdriicke ¥, U, so ist glg(x, y) die RZGleichung
QII = 912-

D 47. Satzl (2)=1(3s) 2z (3v) 2 (Jw) z (3¥) z ([z = glg (v, w)]
v [Prad1 (s). (z = zus[reihe (s), einkl )] v [z=neg ()] v
Verkn (z, v, w) vV [SOp1 (y, s, v) . (z = zus[y, einkl (w)])])

z ist ein © 1, wenn z eine der folgenden Formen hat: %, = %,,
prl Uy, ~ WY, UpvertnAy), G A, (A,) oder I A, (U,) (vgl
S. 24). Der Unterschied zwischen €1, ©2 und & ist analog dem
zwischen 31, 32 und 3.

D 48. VR (z, n) = ([Ing (z)! = prod (2, n)] . (k) Ing (z) (3 m) ¥

[(k=0) v ((* = prod (2, m)7] . Var [gl (k, 2)]) V ((k = prod
(2, m)] . [gl (k, z) = 12])])

Ein Ausdruck « heilt eine m-stellige Variablenreihe, wenn er
aus n Variablen und dazwischenstehenden Kommata besteht.

D 49. UKstrl (z, w) = ([ZA1 (w). (z = zus [w, reihe (14)])] v
[Satz1 (w) . (2= neg (w))] V (3 n)Ing (w) (38) z [(VR (w, n) .
(Ful (s) v Prad1 (s)).(z = zus [reihe (s), einkl (w)])) v (VR (w,n).
Var (8) . (z = zus [w, reihe2 (12, 8)]))])

Ein Ausdruck 2z heiflt unmittelbar konstruiert aus Einem
andern Ausdruck w, etwa %,, wenn er eine der folgenden Formen hat:
1. %', wobei U, ein Z1 ist; 2. ~ (A,), wobei U, ein &1 ist; 3. ful(A,)

oder prl (%A,), wobei A, eine Variablenreihe ist; 4. A,,3, wobei U,
eine Variablenreihe ist.

D 50. UKstr2 (z, v, w)= [(3 8) 2 (3 ¥) 2(ZA1 (v).Satzl (w).
Opl (y, 8, v) . (z = zus [y, einkl (w)])) v (ZA1 (v) . ZAl (w) . [z =
glg (v, w)]) v (Satz1(v). Satzl (w) . Verkn (z, v, w)) V (3 7) Ing (v)
(Var [gl (n, v)]. ZA1 (w) . [z = ers (v, n, w)])]

Ein Ausdruck 2z heilt unmittelbar konstruiert aus zwei
andern Ausdricken v, w, etwa %;, %,, wenn er eine der folgenden
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Formen hat: 1. (3) %A, (Ay) oder (33 A, (A,) oder (K3z) A, (A,), wobei
9, ein 31 und %A, ein S1 ist; 2. A, = A,, wobei A, und A, 31 sind;
3. (Upvertn(A,), wobei A; und A, &1 sind; 4. # entsteht aus U,
indem ein 3 durch %A, ersetzt wird, wobei A, ein Z1 ist.

D 51. Konstrl (r)=(n)Ing (r) [~ (n = 0)D ((38) r [2z1 (s) .
(g1 (n, 7) =rethe )]V 3k n(@Dn[~E=0).~(1=0) .
(UKstrl (gl (n,r), gl (k, )] v UKstr2 [gl (n, r), gl (k, r), gl (, r)])])]
rist eine RRBZK onstruktionl, wenn r eine RRZReihe von RZAus-
driicken ist, von denen jeder entweder ein 331 ist oder aus einem oder
zwei in der Reihe vorangehenden Ausdriicken unmittelbar kon-

struiert ist. (Eine solche Reihe besteht aus 31 und &1, und genauer,
gemafl den folgenden Definitionen, aus 32 und &2.)

D 52. KonstrAl (x)==(3 r) pot (prim [Ing (x)], prod [z, lng(x)])
[Konstrl (r) . (letzt (r) = z)]

Ein RZAusdruck x heilt konstruiertl, wenn er der letzte
Ausdruck in einer RRZKonstruktionl ist. [Die Schranke fiir r ergibt
sich aus folgender Uberlegung. r sei die kurzeste BRZKonstruktionl,
deren RZEndsatz z ist. Dann ist Ing (») <lng (x), jeder Primfaktor
von r ist < prim (Ing (x)), die Anzahl dieser Faktoren < Ing (x), ihre
Exponenten < x; also r < prim (Ing (x)) # - 108 (0]

D353, ZA2 (x) = (KonstrAl (). ZA1 (x))
D 54, Satz2 (z) = (KonstrAl (). Satzl (x))

Zu D 53, 54. Ein Ausdruck z ist ein 32 (bzw. ein S2), wenn er
konstruiertl und ein 31 (bzw. ein &1)ist (vgl. Erliuterung zu D 39).

D 55. Geb (s, z, n)=(qt)z(3z)xz(qu)z(3yzQqvy(Q w) 2z

[(x=zus3 (t,z,u)) . (2= zus[y, einkl (w)]) - Opl (y, & v) -.

ZA2 (v).Satz2 (w). Gr (n, Ing (t)) . Grgl (sum [Ing (), Ing (2)], n)]

Die GZVariable s heiBt im RZAusdruck = an n-ter Stelle ge-
bunden (wobei die Variable nicht an dieser Stelle zu stehen braucht),
wenn die folgenden Bedingungen erfullt sind. In z kommt ein Aus-
druck z von der Form %, (¥,) vor, wobei %, ein Operatorl mit einem
32 als Schranke und mit s als Operatorvariabler ist und %, ein &2
ist; die n-te Stelle von x gehoért zu z (vgl. S. 20).

D 56. Frei (s, x, n) = [Var (8). (gl (n, ) = s) .~ Geb (8, z, n)]

An der n-ten Stelle in z steht die freie Variable s.

D 57. Fr (s, #) = (3 n) Ing (x) (Frei (s, z, n))

In x kommt s als freie Variable vor.

D 58. Offen (z)=(3s) = (Fr (s, x))

D 59. Geschl (z) = ~ Offen (x)

z ist offen bzw. geschlossen (vgl. S. 20).
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22. Formbestimmungen: 2. Definitionen.

Soll ein Kalkiill Definitionen enthalten, so tritt bei seiner
Aufstellung unter Umstdnden eine gewisse Schwierigkeit auf, die
meist nicht beachtet wird. Wird von den im Kalkil zugelassenen
Definitionen nur verlangt, daB sie gewissen Formbestimmungen
geniigen, so wird der Kalkiil im allgemeinen widerspruchsvoll.

Beispiel: Den Formbestimmungen fir Definitionen in I (§ 8)
genugt z. B. D 1 (8. 51). Mit Hilfe von D1 ist der Satz ,nf (0) = 0"
beweisbar. Aber auch ,nf(x) = z'* ist eine Definition der zu-
gelassenen Form. Mit ithrer Hilfe ist der Satz ,~ (nf (0) = 0')¢ beweis-
bar. Also sind in I einander widersprechende Sitze beweisbar.

Zur Vermeidung des Widerspruchs pflegt man die zusitz-
liche Forderung aufzustellen: , Das zu definierende Zeichen darf
nicht in einer frither schon aufgestellten Definition vorkommen‘.
Aber eine derartige Forderung verlifit den Boden des Kalkiils,
des formalen Verfahrens. Bei streng formalem Verfahren kann die
Entscheidung dariiber, ob ein vorgelegter Satz eine zuldssige
Definition eines bestimmten Kalkiils ist oder nicht, nur von der
Form des Satzes und von den Formbestimmungen des Kalkiils
abhingen. Auf Grund jener nicht-formalen Forderung wiirde
aber diese Entscheidung abhingig werden von der historischen
Feststellung, ob gewisse Sitze frither aufgestellt worden sind oder
nicht. Und dasselbe gilt von der Entscheidung tiber die Beweisbar-
keit eines vorgelegten Satzes (wie das genannte Beispiel zeigt).
Wie 1alt sich nun die angegebene Schwierigkeit iiberwinden ?

1. Zunéchst fallt die Schwierigkeit offenbar fort, wenn bei
der Aufstellung der betreffenden Sprache S eines der folgenden
Verfahren (a) — (c¢) angewendet wird:

a) Man 138t in S keine Definitionen zu.

b) Man verwendet in S nur ganz bestimmte, endlich viele
Definitionen; diese reiht man unter die Grundsitze von S ein.

¢) Man gestattet in S die Aufstellung beliebig vieler Defini-
tionen, fiir die man Formbestimmungen angibt; aber man la8t
die Definitionen nicht in Beweisen zu, sondern nur als Primissen
von Ableitungen. [Im obigen Beispiel ist dann ,nf (0) = 0" nicht
beweisbar, sondern nur ableitbar aus ,nf (z)= 2‘.] Enthilt
ein Satz &, definierte Zeichen (in bezug auf bestimmte Defini-
tionen), so kann die Beweisbarkeit zwar nicht ithm selbst zuge-
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schrieben werden, wohl aber gegebenenfalls demjenigen Satz, der
sich aus &, durch Elimination der definierten Zeichen ergibt.

Rekursiv definierte Zeichen sind nicht immer eliminierbar.
In einer definiten Sprache, in der die Sitze der elementaren

Arithmetik [z. B. ,prod (2, 3) = 6‘] beweisbar sein sollen, sind '; ;
unbeschrinkt viele rekursive Definitionen notig, die in den Be- e
weisen verwendbar sein missen. Fir eine solche Sprache — RE
z. B. I — sind daher die genannten Auswege nicht gangbar. Wir Q, :
miissen einen andern Weg einschlagen: 3; '
2. Wir wollen in I unbeschrinkt viele Definitionen, auch :
rekursive, zulassen, aber durch geeignete Regeln dafiir sorgen, {{)
da8 jedes definierte Zeichen erkennen 1iBt, wie es definiert ist. by
In einer arithmetisierten Syntax ist das moglich. Wir hatten frither -q
fir die Gliedzahlen der definierten Zeichen jeder der drei Arten UK
33 pr und fu eine Klasse von Zahlen bestimmt, innerhalb dieser »
aber zundchst die Wahl frei gelassen. Die aufzustellende Regel s
wird nun diese Wahl so festlegen, dafl sich aus der Gliedzahl f: f
eines definierten Zeichens seine Definition und indirekt auch seine f;" ;
ganze Definitionenkette eindeutig ergibt. Darnach ist dann jede f‘..f) e
sogenannte logische Eigenschaft irgend eines Satzes, z. B. die ',’,)
Beweisbarkeit, eine syntaktische, d. h. formale Eigenschaft; sie jf{
héngt nur ab von der formalen Struktur des Satzes, néimlich L
von den arithmetischen Eigenschaften der Gliedzahlen, die den
Satz bilden. r:
Regel fir die Wahl der Gliedzahl eines definierten [i
Zeichens g, in I: in der Definition von a, ersetze man a, durch L]
ein ein fir allemal feststehendes Ersatzzeichen, und zwar ein ,] ,
33 durch ,{° mit der Gliedzahl 30, ein pr durch ,n° mit der Glied- i
zahl 33, ein fu durch ,p‘ mit der Gliedzahl 34; das hierdurch ent-
standene Definitionsschema enthilt nur noch alte Zeichen;
daher kann seine Reihenzahl r — bzw. bei dem Schema einer
rekursiven Definition, die ja aus zwei Sitzen besteht, seine
Reihenreihenzahl r — bestimmt werden; als Gliedzahl fir a,

nehme man, wenn a, ein 33 (bzw. ein pr bzw. ein fu) ist, die zweite
(bzw. vierte bzw. sechste) Potenz der r-ten Primzahl. Durch diese
Regel ist die Gliedzahl fiir a, eindeutig bestimmt; und aus dieser
Gliedzahl ist umgekehrt r, hieraus das Definitionsschema und
damit auch die Definition von a, eindeutig bestimmbar.
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Auf Grund dieser Regel konnen wir nun die Unterscheidung
zwischen basierten und nichtbasierten GZZeichen vornehmen.
Z. B. ist die vierte Potenz einer Primzahl p (groBer als 2) dann
basiert (vgl. S. 54), wenn p sich in der beschriebenen Weise
aus einem Definitionsschema mit dem Ersatzzeichen ,x‘ ergibt;
vorausgesetzt, dafl entsprechendes auch fiir jedes in dem De-
finitionsschema vorkommende definierte GZZeichen gilt wusf.
Um diese Bedingung zu formulieren, werden wir spater den Begriff
einer Definitionenkette definieren (D 81). Zunichst ist noch
eine Reihe von Hilfsbegriffen erforderlich.

D 60. VRDef (z, y, n) = [VR (z,n).(k)Ing (z) (I)Ing (x) ([V&r
(gl (k, 2)) . (g1 (k, ©) = gl (I, )] D (k= D). () y (Fr (s, ) D InA
(s, x)

z ist eine n-stellige RZVariablenreihe, die (als Argumentausdruck
des Definiendums) zum RZDefiniens y pafBt, wenn folgendes gilt:
x ist eine n-stellige Variablenreihe; in z kommen nicht zwei gleiche

Variable vor; jede Variable, die als freie Variable in y vorkommt,
kommt auch in x vor. (Hilfsbegriff zur Abkarzung.)

D 61. DefZz1 (x)== (3 2) z [(x = glg[reihe (30), 2]) . Geschl (z)]

z heiflit RZDefinitionl fir ein G233 (d. h. ein dem Definitions-
schema fiir ein 33 dhnlicher Ausdruck), wenn z die Form { = %, hat,
wo A, geschlossen ist.

D 62. DefPradl (z,n) = (Jw)z (qv)w(32)z [(w = zus
[reihe (33), einkl (v)]) . (:z: = aq (w, z)) . VRDef (v, 2z, n)

Analog D 63: DefexpFul (z, n).

z heiflt Definitionl fir ein prn» (bzw. explizite Definitionl fir
ein fu?), wenn x die Form = (U,) = %A, (bzw. ¢ (A = U,) hat, wobel
A, eine n-stellige, zu A, passende Variablenreihe ist.

D 64. DefrekFul (r,n) = (Jx)r(g ) r(3u,) z; (Jv1) o,
(3 w2) %2 (3 V) Ta (T 8) %y (3 2) uy (3 m) 2 [(7; = glg (uy, v1)) . (2=
glg (ug, v,)) . Var (s) . (t) v, (Fr (t, vy) D InA (8, u,)) . (k) Ing (vy)
(tgl (k, v;) = 341D ()lng (2) (~ (L = 0) D [gl [sum (k, 1), v,] =
gl(l,2)])). (m=m"). ([(m=0). (v, = reihe4 (34, 6, 4, 10)) . (u, =
reihe5 (34, 6, 8, 14, 10)) . (z = reihe3 (6, 5, 10))] v (3 w) %, [)~ (m =
0) . (u; = zus [reihe (34), einkl (zus [reihe2 (4, 12), w])]) . (¥, =
zus [reihe (34), einkl (zus {reihe3 (s, 14, 12),‘w])]) . (z = einkl (zus
[reihe2 (s, 12), w])) . VRDef (w, v;, m). ~ InA (s, w)])]

r heilt RRZrekursive Definitionl fiir ein fu?, wenn r eine
Reihe zweier Ausdricke x,, z, von folgender Art ist. z, hat die Form
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I, = U, x, hat die Form A, = U;; jede Variable, die als freie Variable
in ¥; vorkommt, kommt in A, vor; hinter jedem Glied ,¢‘, das in
s vorkommt, steht ;. Es ist n > 0; wir setzen n = m + 1. Nun
sind zwel Fille zu unterscheiden: entweder ist m = 0; dann hat %A,
die Form ¢ (nu), %, die Form ¢ (3, und %A, die Form (3,). Oder es

ist m > 0; dann hat %, die Form ¢ (nu, Ay), A, die Form ¢ G3,', Ay ::,)'
und ¥, die Form (3,, A,); hierbei ist U, eine m-stellige, zu A, passende ;.fa
Variablenreihe, in der 3, nicht vorkommt. [Es ist w,: BRZU;; v;: Ay; I
wy: Wys vyr Wss 80 G235 20 W w: Ay "y

D 65. DeftZz2 (¢, y) = [Deszl (y) . (t = pot [prim (), 2])] ;:

Ahnlich D 66: DeftPrad2 (¢, n, y); D 67: DeftexpFu2 (¢, n, y); >
D 68: DeftrekFu?2 (¢, =, 7). 0

Zu D 65—68. t ist ein 33 (bzw. pt”® bzw. fu?), das durch die De- ':4
finitionl y (bzw. die explizite Definitionl y bzw. die rekursive De- i
finitionl 7) ,,definiert2‘ ist. -

-3
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D 69. DefZz2 (z,¢) = (] y) = [DeftZz2 ¢, y) . (:z: = ers [y, 1,

reihe (t)])] C;
Ahnlich D 70: DefPrad?2 (z, n, t); D71: DefexpFu?2 (x, n, t). Z: :
z heiflt eine Definition2 eines 33 ¢ (bzw. eines pr7 ¢, bzw. explizite <

Definition 2 eines fu” t), wenn ¢ durch y definiert2 ist und = aus y o
dadurch entsteht, daB das erste (bzw. zweite, bzw. erste) GZGlied,
niamlich ,¢¢ (bzw. ,n', bzw. ,p%), durch die Gliedzahl ¢ ersetzt wird.

D72, 1DefrekFu2 (x, n,t) = (37) = (3y) r [DeftrekFuZ

(t,n, 7). (gl (1, r)=y).(z = ers[y, 1, reihe (1)])]
Ahnlich D 73: 2DefrekFu? (z, n, £).

N ALSY

z heilt erster (bzw. zweiter) RZTeil einer RRZrekursiven De- r} 3
finition2 fir ein fu» t, wenn ¢ durch (die rekursive Definitionl1) r "}
rekursiv definiert2 ist, y erster (bzw. zweiter) Teil von r ist, und = .y
aus y dadurch entsteht, dal in % ,p° an erster Stelle (bzw. an allen ;j
Stellen, an denen es vorkommt) durch die Gliedzahl ¢ ersetzt wird. '(

D 74. Def2 (z,t) = [Desz2 (x,8) V(3n) Ing (x) (DefPré,dQ
(z,n, t)V DefexpFu2 (z, n, t) V 1 DefrekFu2 (z, n,t) v 2 DefrekFu2
(z, m, t))]

z heiflt ein Definitionssatz 2 fiir ¢, wenn z entweder De-

finition2 eines 33 ¢ oder eines pr t oder explizite Definition2 eines

fu t oder erster oder zweiter Teil einer rekursiven Definition2 eines
fu ¢ ist.

D 75. Deft2 (t, n) = (3 y) t (DeftPrad2 (¢, n, y) v DeftexpFu2
(¢, n, y) vV DeftrekFu?2 (¢, n, y))

t ist ein n-stelliges Zeichen (pr” oder fun), das definiert2 ist.
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D 76. Z2(t, n)=[UndPrid (¢, n)v UndFu (t,n)V Deft 2 (t, n)]

t heilt ein n-stelliges Zeichen2, wenn ¢ ein pr» oder fun ist, das
undefiniert oder definiert2 ist.

D 77. Konstr2 (r) = (Konstrl (r) . (z) 7 (¢) = (y) = (m) ¢ (n)
Ing (y) [(AInAR (2, ) . (x = zus [reihe (2), einkl (y)]) . Z2 (¢, m).
VR (y, 7)) D (m = n)])

D 78: KonstrA2 (x), ist analog D 52.

Zu D 77. Eine RRZK onstruktion2 r ist eine Konstruktionl,
die die folgende Bedingung erfilllt. Bei jedem in r vorkommenden
Ausdruck a; (%,), wo a,; ein m-stelliges Zeichen2 und U; eine n-
stellige Variablenreihe ist, ist m = n. In einer Konstruktion2 hat
daher jedes pr und jedes fu die richtige Anzahl von Argumenten bei
gsich. — Zu D 78. Der letzte Ausdruck einer Konstruktion2 heiBt
konstruiert 2.

D 79. UndDeskr (¢) = (3 n) ¢ (UndPréd (¢, n) v UndFu (, n))

t ist ein undefiniertes deskriptives Zeichen (nimlich pr oder fu).

D 80. Undeft () = [t =4)V(E=6)V(i=10)V (t=12)V
t=14)viE=15)v(i=18)V({=20)V{i=2]1)V ( = 22)V
(t=24) V (t = 26) V Var (t) V UndDeskr (t)]

t ist ein undefiniertes GZZeichen, wenn t entweder eine der

zwolf undefinierten logischen Konstanten (8. 22) oder eine Variable
oder ein undefiniertes deskriptives Zeichen ist.

D 81. DefKette (r) = (n) Ing (r) (2) gl (n, 7) () = [(N (n=0).
[gl (n, 7) = 2] . InA (¢, )) D (KonstrA2 (z) . (3 ) = (Def2 (x, 3)) .
[Undeft (¢) v (3 m) n (Def2 [gl (m, 7), 1])] . (1) Ing (z) [(1DefrekFu2
(z,1,t) D 2DefrekFu?2 [gl (n, 7), 1, t]) . (2DefrekFu2 (, I, t) D
(3m)n (In=m'] . 1DefrekFu2 [gl (m, r), I, 1}))])]

r heillt eine RBZDefinitionenkette, wenn folgendes gilt.
Jeder RZGliedausdruck von 7 ist konstruiert2 und ein Definitions-
satz2. Ist t ein GZZeichen in einem Gliedausdruck ?; von 7, so ist
entweder ¢ undefiniert, oder 9, oder ein vorangehender Gliedausdruck
von r ist ein Definitionssatz2 fir ¢. Ist ein Gliedausdruck von r erster
Teil einer rekursiven Definition2, so ist der folgende Gliedausdruck
der zweite Teil dieser Definition; ist ein Gliedausdruck zweiter Teil

einer rekursiven Definition 2, so ist der vorhergehende Gliedausdruck
der erste Teil dieser Definition.

D 82. DeftKette (¢, 7r) = (3 z) r [DefKette (r) . {etzt (r) = z]
. Def2 (z, t)]

D 83. Deft (t) = (3 r) pot (prim (¢), prod [pot (2, t), pot (¢, 2)])
[DeftKette (¢, ]

L o P e
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Zu D 82. t ist definiert durch die Definitionenkette r. — Zu
D 83. Ein Zeichen { heiflt definiert, wenn es eine Definitionenkette
r gibt, durch die ¢ definiert ist.

D 84. Bas (t) = (Undeft (¢) v Deft (t))

Ein Zelchen t heifit basiert, wenn es undefiniert oder (durch
eine Definitionenkette) definiert ist.

D 85. Konstr (r) = [Konstr2 (r) . (t) r (InAR (¢, r) D Bas ()]

D 86. KonstrA (z) (analog D 52)

Zu D 85. Eine Konstruktion von Ausdriicken ist eine XKon-
struktion 2, deren simtliche Zeichen basiert sind. — Zu D 86. Ein
Ausdruck heiflt konstruiert, wenn er letzter Ausdruck einer Kon-
struktion ist.

D 87. ZA (z) = (ZA1 (x) . KonstrA (2))

D 88. Satz ) = (Satzl x) . KonstrA (z))

x heillt ein 3 (bzw. &), wenn z ein 31 (bzw. S1) und konstruiert
ist. Hiermit sind die wichtigsten Begriffe der Formbestim-
mungen erreicht; im Unterschied zu den friher definierten Hilfs-
begriffen (31, 32, €1, ©2) beziehen sich ,ZA‘ und ,Satz‘ nur auf
basierte Ausdriicke, also auf die 3 bzw. & im eigentlichen Sinne.

D 89. Def (z, t) = (Def2 (z, t) . KonstrA (2))

D 90. Df ()= (3t) z (Def (z, 1))

Zu D 89. =z ist ein Definitionssatz fir ¢. (Analog D 87, 88.) —
Zu D 90. =z ist ein Definitionssatz.

D 91. DeskrZ (1) = (UndDeskr( ) V [Deft ) . (r) — (Deft-
Kette (t,7) D (3 )7 [InAR (s, 7) . UndDeskr (s)])])

D 92. DeskrA (z) = (3t = (InA (t, ) . DeskrZ (t))

Zu D 91. tist ein ay, wenn ¢ ein undefiniertes ay ist, oder wenn ¢
definiert ist und jede Definitionenkette fiir ¢ ein undefiniertes ay
enthilt (Schranke wie in D 83). — Zu D 92. x ist ein %y, wenn =
ein gy enthalt.

D 93. LogZ (t) = (Bas (t) . ~ Deskr (¢ ))

D94, LogA(z)=(t) x (InA (¢, z) D LogZ (¢ ))

Zu D 93. ar: basiert und nicht deskriptiv. — Zu D 94. %;: alle
Zeichen sind logisch

D 95. DeftZz (s (DeftZzl (s). Bas (s))

Analog D 96: Zz (8); D97: Priad (s); D 98: Fu (s).

Zu D 95—98. Definiertes 33; 33; pr; fu. Unter diese Begriffe

fallen — im Unterschied zu den frither definierten Hilfsbegriffen —
nur basierte GZZeichen.
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23. Umformungsbestimmungen.

Die folgenden Definitionen bilden die Formalisierung der
friher (§ 11, 12) dargestellten Umformungsbestimmungen
der Sprache I. Hierfir muf3 zunichst die Einsetzung (Sub-
stitution) definiert werden (D 102); D 99—101 fithren Hilfs-
begriffe hierfiir ein.

D 99. 1. stfrei (0, s, x) = (Kn) Ing (z) [Frei (s, =, n)
~ (3 m) Ing (x) (Gr (m, n) . Frei (s, z, m))]
2. stfrei (K, s, 2) = (Kn) stfrei (%, s, z) [~ (n = stirei
(k, s, )) . Frei (s, @, n) . ~ (3 m) stirei (%, s, x)
(~ [m = stfrei (k, s, )] . Gr (m, n). Frei (s, z, m))]
D 100. anzfrei (s, ) = (Kn) Ing (z) (stfrei (n, 5, z) = 0)
D101. 1. sb (0, 2,8, y)= x
2. sb (K, z, s, y) = ers (sb(k, z, s, y), stirei (k, s, 2), )
Zu D 99—101. s sei GZ3,. stfrei (k, s, x) ist die Stellennummer
des (vom Ende des Ausdrucks z an gezidhlt) (kX + 1)-ten in z frei
vorkommenden 3; (und O, falls es nicht %k 4.1 freie 3, in z gibt).
anzfrei (s, z) ist die Anzahl der in z frei vorkommenden 3,. sb (%, =,
8, y) ist derjenige Ausdruck, der aus dem Ausdruck z entsteht, wenn

(vom Ende von z angefangen) kmal das jeweils letzte freie 3; durch
den Ausdruck y ersetzt wird.

D 102. subst (z, 8, y) = sb (anzfrei (s, 2), 2, 3, y)

Ist =z der RZAusdruck A,, y UA,, s 3;, so ist subst(x,s, y) der
RZAusdruck %1(313). (Uber Einsetzung vgl. S. 20).

D103. GrS1 (z)= (3 y) z (3 2) = [Satz (). (:t: = imp (y, imp
[neg (y), 21))]

Entsprechend D 104—113: GrS2 (z) bis GrS1l (z); es sei
noch ein Beispiel angegeben:

D 106. GrS4 (2) = (39) = (3¥) = [Satz (z) . (z = 4q (zus
[reihe4 (6, s, 10, 4), einkl (y)], subst [y, s, reihe (4))))]

D 114. GrS (z) = (GrSl () v GeS2 () Vv ... v GrS11 (x))

Zu D 103—113. =z ist ein Grundsatz erster Art; zweiter Art;
... elfter Art (GI 1—11). — Zu D 114. z ist ein Grundsatz.

D 115. AErs (z,, x,, wy, wy) = () z, (3v) 24 [(ac1 = zus3
(u, wy, v)) . (T, = zus3 (u, w,, )]
Ausdrucksersetzung: Aus x, entsteht x, dadurch, daf der

Teilausdruck w, durch w, ersetzt wird. (Beim Begriff ,ers‘ wird ein
Zeichen, hier ein Ausdruck ersetzt.)

T e
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D116. KV (y, 2, 8) = ~ (3 n) Ing (z) (3¢) y (InA (2, y) . Geb
(t, z, n) . Frei (s, z, n))

KV (y, z, 8): in y kommt keine Variable frei vor, die in z an
einer Einsetzungsstelle fiir & gebunden ist (vgl. S. 21).

D 117. UAbIb1 (2, 2) = (3 ¥) z (3 8) = [ZA (y) . (= = subst
(z, 8 9). KV (y, , 8)]

D 118. UAblb2 (z, ) = (3 w,) sum (2, 2) (] w,) sum (z, 2)
(3 w)wy (3 v)wy ([(fwy, = imp (u, v)] . (w, = dis [neg (u), v])) V
({w, = kon (u, v)] . [wy = neg (dis [neg (u), neg (v)1)]) V ((w, = &q
(4, v)] . (w, = kon [imp (u, v), imp (v, w)]))] . [AEzs (, 2, wy, wy) V
AErs (2, z, w,, wy)])

D 119. UAblb3 (2, , y) = (= = imp (y, z))

D 120. UAblb4 (z, =, y)= (3 $) z [(x = subst [z, s, reihe (4)})
-(y = imp (2, subst [z, s, reihe2 (s, 14)]))

D 121. UAblb (2, z, y) = (UAblbl (z, z) v UAbIb2 (z, ) V
UAblb3 (2, z, y) v UAblb4 (2, =, y))

Zu D 117. 2z heifit unmittelbar-ableitbarl aus x, wenn = U, ist

und 2 die Form %,(}) hat (gemaB RI 1, vgl. § 12). — Zu D 118—120.
;unmittelbar-ableitbar2 (bzw. -3, -4)° gemifl RI 2, 3, 4. — Zu D 121.
¢ ist unmittelbar ableitbar aus x oder aus x und v.

D 122. Abl (r, p) = (3 @) 7 (n)Ing (r) (x) 7 ([r = zus (p, ¢)] .
~ [Ing (r) = 0]. [(~ (n = 0).[gl (n,7) = 2]) D (Satz (z). [Gr [x,
Ing ()12 (GrS (x) vV Di (2) V (3 k) n (3l) n[~ (k= n) . ~ (I=n).
UAblb [z, gl (k, 7). gl (I, n1)])])

r ist eine BRZAbleitung mit der RRZPriamissenreibe p, wenn
folgendes gilt. 7 ist aus p und ¢ zusammengesetzt; jeder Gliedausdruck
von r igt ein Satz; jeder Gliedausdruck von ¢ ist entweder ein Grund-

satz oder ein Definitionssatz oder unmittelbar ableitbar aus einem
oder zwei in r vorangehenden Satzen (vgl. S. 27).

D 123. AblSatz (r, 2, p) = (Abl (r, p) . [letzt (r) = x])

r ist eine Ableitung fur den Satz x auf Grund der Primissen-
reihe p.

D 124. Bew (r) = Abl (r, 0)
D 125. BewSatz (r, 2) = (Bew (r) . [letzt (r) = 2])

Zu D 124. r ist ein Beweis, wenn r eine Ableitung ohne Pri-
missen ist. — Zu D 125. r ist ein Beweis fiir den Satz z.

yAblb (2, p)* moge besagen: z ist ableitbar aus der Pri-
missenreihe p; ,Bewb (z)': z ist beweisbar. Diese auf Sprache I

Carnap, Syntax, 2. Aufl, 5
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66 Formaler Aufbau der Syntax der Sprache I.

bezogenen syntaktischen Begriffe konnen nicht in I definiert
werden. Die Definitionen lauten:

Ablb (x, p) = (3 r) (AblSatz (r, z, p))
Bewb (z)=(3 1) (BeWS&tz (r, x))

Zur Formulierung dieser Definitionen sind die in I nicht
vorkommenden unbeschriankten Operatoren erforderlich. Die Be-
griffe ,ableitbar und ,beweisbar’ sind indefinit. In I kénnen
nur definite Begriffe der Ableitbarkeit und Beweisbarkeit definiert
werden, z. B. solche, die die betreffende Ableitung bzw. den be-
treffenden Beweis angeben (vgl. D 123, 125), oder Begriffe wis
,ableitbar aus p durch eine Ableitung von héchstens n Zeichen'
bzw. ,beweisbar durch einen Beweis von hochstens n Zeichen‘. Sollen
auch indefinite Begriffe der Syntax formalisiert werden, so mufl
als Syntaxsprache eine indefinite Sprache genommen werden,
z. B. Sprache II.

Fiir gewisse indefinite Begriffe kann in I — trotz der Un-
moglichkeit ihrer Definition — doch der allgemeine Satz formu-
liert werden, daf sie in jedem Einzelfalle vorliegen. Bei Begriffen
wie ,nicht-beweisbar’ und ,nicht-ableitbar’ tritt (in der
indefiniten Sprache) ein negierter unbeschrinkter Existenz-
operator auf, der durch einen Alloperator ersetzt werden kann;
die unbeschrinkte Allgemeinheit aber kann in I durch freie
Variable ausgedriickt werden. ,~ BewSatz (r, a)‘ besagt: ,,Jedes r
ist nicht Beweis fiir a*, also ,,a ist nicht beweisbar®; ,~ AblSatz
[, b, reibe (a)]‘ besagt: ,,Jedes r ist nicht Ableitung fir b aus a*,
also ,,b ist nicht ableitbar aus a‘‘.

24. Deskriptive Syntax.

Wir haben einen Aufbau der reinen Syntax der Sprache I
dargestellt. An diesem Beispiel ist zu ersehen, daf reine Syntax
nichts anderes ist als ein Teil der Arithmetik. Die deskriptive
Syntax dagegen verwendet auch deskriptive Zeichen und iiber-
schreitet dadurch die Grenzen der Arithmetik. Ein Satz der
deskriptiven Syntax kann z. B. besagen, dafl an einer bestimmten
Stelle ein Sprachausdruck der und der Form steht. Wie wir
frither iiberlegt. haben (S. 47), kann man so vorgehen, daB man
eine Reihe undefinierter pr, als zusdtzliche Grundzeichen auf-
stellt (z. B. ,Var‘, ,Id‘, ,Prad‘ u. a.). Wie frither erwihnt (S. 47),
wollen wir hier anders verfahren. Wir nehmen als einziges zusatz-
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liches Grundzeichen das undefinierte fu, ,zei‘. (Sollen die Satze,
in denen dieses Zeichen vorkommt, ihrerseits syntaktisch behan-
delt werden, so ordnen wir ihm die Gliedzahl 243 (= 35) zu). Die
Aufstellung der deskriptiven Syntax geschieht in genau derselben
Form wie die Aufstellung eines sonstigen deskriptiven axio-
matischen Systems A. Zunéchst ist die Syntax der Sprache S
festzusetzen, in der A formuliert werden soll. Dadurch wird be-
stimmt, wie Sidtze gebildet und auf Grund von A abgeleitet
werden konnen. Fiir manche A (z. B. Geometrie und Syntax)
ist erforderlich, daB S eine Arithmetik enthalt. Nun wird die
Basis von A in S festgesetzt: 1. die deskriptiven Grund-
zeichen von A, die zu den Grundzeichen von S hinzutreten; aus
ihnen koénnen nach den syntaktischen Regeln von S weitere
Zeichen von A definiert werden; 2. die Axiome als zusitzliche
Grundsitze von S; aus ihnen kénnen mit Hilfe der Umformungs-
bestimmungen von S Folgerungen abgeleitet werden (die so-
genannten Lehrsitze von A); 3. zusitzliche SchluBregeln;
meist werden solche jedoch nicht aufgestellt. Verwendet man als
Grundzeichen der deskriptiven Syntax undefinierte pr,, so ist
eine grole Anzahl von Axiomen erforderlich; durch diese wird
z. B. ausgesagt, dafl an derselben Stelle nicht ungleiche Zeichen
stehen konnen u. dgl. mehr; ferner sind auch mehrere unbe-
schrinkte Existenzsitze als Axiome erforderlich, um auch nur
einfache Sdtze liber Ableitbarkeit und Beweisbarkeit ableiten zu
konnen. Nimmt man dagegen das fu, ,zei‘ als Grundzeichen, so
sind iiberhaupt keine Axiome erforderlich. Was im anderen
Falle durch die negativen Axiome ausgeschlossen wird, ist hier
schon durch die syntaktischen Bestimmungen itber Funktoren
ausgeschlossen (ein bestimmtes fu kann fiir eine bestimmte Stelle

nur Einen Wert haben); die erforderlichen Existenzsitze ergeben
sich aus der Arithmetik.

Wir wollen hier mit Hilfe des Grundzeichens ,zei nur
Ein weiteres Zeichen der deskriptiven Syntax definieren, und zwar

rekursiv. Dies ist das fu} ,ausdr‘, der wichtigste Begriff der de-
skriptiven Syntax.

D 126. 1. ausdr (0, z) = pot [2, zei (z)]

2. ausdr (¥, x) = prod [ausdr (%, z), pot (prim (&"),
zei [sum (z, k')])]
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68 Formaler Aufbau der Syntax der Sprache 1.

ausdr (k, ) ist der RZAusdruck (mit k 4 1 Zeichen), der
an den Stellen x bis x 4 &k steht. Da das 6ZZeichen an der Stelle
y zei(y) ist, so ist ausdr(k, z) = 2zl (@) Jzei (') 5zel (x')
. prim (khzei @+8) (vgl. 8. 49).

Mit Hilfe der Funktoren ,zei‘ und ,ausdr® sowie der friither
definierten Zeichen der reinen Syntax (D 1-—125) kénnen wir
jetzt Sitze der deskriptiven Syntax von I in I formulieren:

A. Beispiele fiir Sdtze tber einzelne Zeichen (mit
Hilfe von ,zei‘):

1. ,,An der Stelle a steht ein Negationszeichen‘‘: zei (a)= 21°.
2. ,,Anden Stellen a und b stehen gleiche Zeichen‘ : ,zei (a)= zei (b)".

B. Beispiele fiir Sétze iiber Ausdriicke (mit Hilfe von
,ausdr):

1. ,,An der Stellenreihe a bis a - b steht ein 3°“: ,ZA (ausdr (b, a))".

2. ,,... steht nicht ein beweisbarer Satz‘‘: ,~ BewSatz (r, ausdr
(b, 2))° (mit der freien Variablen ,r‘, vgl. S. 66).

25. Arithmetische,
axiomatische und physikalische Syntax.

Innerhalb der deskriptiven Syntax konnen wir noch zwel
Theorien unterscheiden: die soeben besprochene axiomatische
Syntax (mit oder ohne Axiome) und die physikalische Syntax.
Diese verhilt sich zu jener wie die physikalische Geometrie zur
axiomatischen. Die physikalische Geometrie entsteht aus der
axiomatischen durch Aufstellung von sogenannten Zuordnungs-
definitionen (vgl. Reichenbach [Axiomatik], [Philosophie]);
durch diese wird festgesetzt, mit welchen physikalischen Begriffen
(der Physik oder der Alltagssprache) die axiomatischen Grund-
zeichen gleichbedeutend sein sollen. Erst durch diese Definitionen
wird das axiomatische System auf empirische Sitze anwendbar.

Die folgende schematische Ubersicht soll den Charakter
der drei Arten der Syntax durch die Analogie mit den drei
Arten der Geometrie verdeutlichen. Ferner aber soll sie das
Verhiltnis erkennen lassen, das allgemein zwischen der Arithmetik,
einem axiomatischen System und seiner empirischen Anwendung
besteht.



