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Einleitung.

Die Antworten des letzten Jahrhunderts auf die Frage nach der
Erkenntnisquelle, der Art des Gegenstandes und dem Geltungsbereich
der Raumlehre stehen bekanntlich in sehr auffilligen Widerspriichen
zu einander. Sowohl von philosophischer, wie von mathematischer
und physikalischer Seite ist diesen Fragen eihe besondere Aufmerk-
samkeit zuteil geworden, da einerseits die allgemeine Erkenntnis-
frage eng mit ihr verkniipft ist, andrerseits der Aufbau der mathe-
matischen Wissenschaften vom Raume auf gesicherter Grundlage eine
Beantwortung unumginglich erfordert.

Dafl jene Widerspriiche sich gerade in den Auffassungen der
hervorragendsten - Vertreter der genannten Wissenschaften finden,
diirfte die Vermutung nahelegen, daf in diesem Falle doch wohl
nicht »>die Wahrheit in der Mitte liegt¢«, was ja genau genommen
die Falschheit aller streitenden Ansichten bedeutet. Und in der Tat
lebrt die nihere Untersuchung der Frage, daf der Anschein des
Widerspruches nur dadurch entstanden ist, dafl auf den verschiedenen
Seiten von sehr verschiedenen Gegenstinden die Rede ist.

Um den Sachverhalt zu kliren, sollen deshalb hier die verschie-
denen Bedeutungen des Raumes und die bei jeder Bedeutung auf-
tretenden Raumarten in einer Ubersicht dargestellt werden, und zwar
nicht nach ihren geschichtlichen, sondern nach den sachlichen Zu-
sammenhédngen.

Auf drei verschiedenen Gebieten werden bestimmte Gefiige als
>Raumc« bezeichnet, und zwar nicht durch die Zufalligkeit des Sprach-
gebrauchs, sondern wegen enger Verwandtschaft, die spiter hervor-
treten wird. Wir unterscheiden den formalen, den Anschauungsraum
und den physischen Raum. Verstehen wir unter einem allgemeinen
Ordnungsgefiige ein solches von Bezichungen nicht zwischen be-
stimmten Gegenstinden eines sinnlichen oder nichtsinnlichen Gebietes,
sondern zwischen durchaus unbestimmten Beziehungsgliedern, iiber
das nur bekannt ist, dall aus der Verkniipfung bestimmter Art auf
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die Verkniipfung einer andern Art im gleichen Bereich zu schliefen
ist, 80 ist der formale Raum ein allgemeines Ordnungsgefiige be-
sonderer Art. Bei ihm handelt es sich also nicht um die Gebilde,
die gewdhnlich als riumlich bezeichnet werden, Dreiecke, Kreise
oder dergl., sondern um bedeutungslose Beziehungsstiicke, an deren
Stelle die verschiedenartigsten Dinge (Zahlen, Farben, Verwandt-
schaftsgrade, Kreise, Urteile, Menschen usw.) treten kinmen, wofern
zwischen ihnen Beziehungen bestehen, die bestimmten formalen Be-
dingungen geniigen. Unter Anschauungsraum dagegen wird das
Gefiige der Beziehungen zwischen den im iiblichen Sinne »>rium-
lichen< Gebilden verstanden, also den Linien-, Flichen- und Raum-
stiicken, deren bestimmte Eigenheit wir bei Gelegenheit sinnlicher
Wahrnehmung oder auch blofer Vorstellung erfassen. Dabei handelt
es sich aber noch nicht um die in der Erfahrungswirklichkeit vor-
liegenden riumlichen Tatsachen, sondern nur um das >Wesen« jener
Gebilde selbst, das an irgendwelchen Artvertretern erkannt werden
kann.

Jene Tatsachen wiederum, also z. B. der Erfahrungsbefund, dag
diese Kante dieses Korpers zu jener Kante des andern Korpers in
dieser bestimmten riumlichen Beziehung steht, bilden das Gefiige
des physischen Raumes. Tr setzt zu seiner Erkenntnis die des
Anschauungsraumes voraus, und dieser wiederum findet in dem for-
malen Raum die reine Form seines Gefiiges vorgebildet und hat ihn
daher zur denkméifigen Voraussetzung.

Nach der Darstellung dieser drei verschiedenen Bedeutungen des
Raumes und ihrer Zusammenhinge wird auch zu erkennen sein,
worauf sich die Erkenntnis vom Raum griindet, und insbesondere, ob
und inwieweit sie von der Erfahrung abhiingig ist.

I. Der formale Raum.

Seit Euklid ist es das Bestreben der Geometrie, eine rein
deduktive Wissenschaft zu sein: der Beweis eines jeden Satzes soll
sich nur auf die den Grundstock des Lehrgebédudes bildenden Grund-
sitze und die allgemeinen Gesetze der Logik stiitzen, nicht aber auf
Anschaunung, Erfahrung oder stillschweigend als selbstverstindlich
angenommene Sitze. Euklid hat der Raumlehre dieses Ziel gewiesen,
hat auch ein bedeutendes Stiick des Weges zuriickgelegt, selbst aber
das Ziel nicht erreicht. Erst den Forschungen der letzten Jahrzehnte
itber die Grundlagen der Geometrie ist es gelungen, die Gesamtheit
der erforderlichen Grundsitze aufzustellen. Dabei hat sich gezeigt,
daB es nicht notwendig ist, fiir die Grundgebilde (Punkt, Gerade,
Ebene) Begriffsbestimmungen zu geben; Euklid hatte solche zwar an
den Anfang seines Lehrgebiudes gestellt, sie aber spiter bei keinem
Beweise benutzt. Sondern es werden nur bestimmte Beziehungen
zwischen den Grundgebilden (das Liegen eines Punktes auf einer
Geraden oder in einer Ebene, die Gleichheit zweier Strecken usw.)
durch die Grundsitze festgelegt, z. B.: »zu irgend zwei Punkten gibt
es stets eine und nur eine Gerade, auf der sie liegen<, »zn irgend
drei Punkten gibt es stets eine und nur eine Ebene, in der sie
liegen< usw. Aus den Grundsitzen werden dann die Lehrsitze er-
schlossen, ohne irgendwelche Riicksicht darauf zu nehmen, welche
anschauliche Bedeutung jene Gebilde und Beziehungen haben. Es
wird demnach gar nicht der ganze Bedeutungsgehalt, den die Grund-
sitze fir denjenigen haben, dem die Begriffe Punkt, Gerade, Ebene,
Liegen auf ... schon bekannt sind, auch logisch wirksam fiir den auf
ihnen zu errichtenden Wissenschaftsbau. Wirksam ist nur ihre logi-
sche Form, falls wir hierunter den Bedesutungsanteil verstehen wollen,
den sie auch bei der Umwandlung etwa in folgende allgemeinere
Gestalt bewahren: von den Dingen dreier Klassen P, G und & und

. der Beziehung i gelten folgende Voraussetzungen: »>zu irgend zwei

Dingen der Klasse P gibt es stets ein und nur ein Ding der Klasse G,
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za dem jene beiden in der Beziehung i stehen¢, »zu irgend drei
Dingen der Klasse P gibt es stets ein und nur ein Ding der Klasse E,
zu dem jene beiden in der Beziehung ¢ stehenc, und entsprechend
fir die weiteren Grundsitze. Denken wir uns auch alle Lehrsitze
in diese allgemeinere Form gebracht, so haben wir an Stelle der
eigentlichen Geometrie, nimlich der der Punkte, Geraden und Ebenen,
eine >reine Beziehungslehrec oder >Ordnungslehrec, d.h.
eine Wissenschaft von unbestimmten Dingen und unter ihnen geltenden
ebenso unbestimmten Beziehungen, fiir die einige wenige Grundsitze
vorausgesetzt und auf Grund davon Lehrsitze in unbeschrinkter Zahl
_abgeleitet werden. Als Gegenstand dieser Wissenschaft tritt so an-
stelle des Raumes, d. h. des durch die geometrischen Grundsitze
bestimmten Gefiiges der Punkte, Geraden und Ebenen, der dann zur
Unterscheidung »Anschauungsraum« genannt werden wird, ein durch
jene formalen Grundsitze bestimmtes »Beziehungs- oder Ordnungs-
gefiige«. Da dieses die formale Bauart jenes Raumgefiiges darstellt
und durch Einsetzung der rdumlichen Grundgebilde anstelle der un-
bestimmten Beziehungsglieder sich wieder in jenes verwandelt, wird
es auch Raum genannt, und zwar »formaler Raumc«.

Der Vorzug dieses formalen Gefiiges liegt einerseits in seiner
logischen Geschlossenheit und Streage, da es von nichtlogischen
(anschauungs- oder erfahrungsmifigen) Bestandteilen frei ist, andrer-
seits in seiner groflen Fruchtbarkeit gerade auch fiir die eigentlich
geometrische Forschung, da die Unbestimmtheit seiner Beziehungs-
glieder es micht nur auf Punkte, Geraden und Ebenen, sondern auf
die verschiedensten Arten von Grundgebilden anwendbar macht. Da-
durch wird die Betrachtung von Gebilden, die von Punkten und
Geraden aus sehr umstindlich zu entwickeln sind, haufig betréchtlich
vereinfacht. Diese Vielfachheit der Ubertragung, sowie iiberhaupt
das Verhiltnis des formalen Raumes zum  Anschauungsraum wird
spiter genauer aufgewiesen werden.

Der Aufbau des formalen Raumes kann aber nicht nur in der
angedeuteten Weise durch Aufstellung bestimmter Grundsitze iiber
Klassen und Beziehungen vorgenommen werden, sondern auch auf
einem andern Wege: von der formalen Logik, der aligemeinen
Klassen- und Beziehungslehre, werden die (Ordnungs-)Reihen und als
Sonderfall die stetigen Reihen entwickelt. In den stetigen Reihen
hoherer Stufe (Reihen von Reihen) ist dann der allgemeinste Fall
des formalen Raumes mit mehreien (insbesondere drei) Abmessungen
erreicht, aus dem durch bestimmte Besonderungen der (formale) pro-
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jektive Raum und die verschiedenen Arten der (formalen) metrischen
Riume hervorgehen.” Nur dieser Weg ist imstande, zum voll-
stindigen Bau des formalen Raumes zu fithren, der alle Unterarten
umfaft. Er werde daher im folgenden in kurzem Uberblick ange-
deutet. Da jedoch der erstgenannte Weg, der unmittelbar zu irgend
einer Sonderart des (formalen) Raumes fiihrt, der bisher in der Wissen-
schaft allein vollstandig durchgefiihrte ist, so wird auch auf ihn spiter
kurz hinzuweisen sein.

Den Aufbau der formalen Logik beginnen wir mit den undefi-
nierten Grundbegriffen >wahrc und >falsch<. Wir nennen alles das,
was entweder wahr oder falsch ist, ein Urteil. FEine Zusammen-
stellung von Zeichen, insbesondere Schriftzeichen, die ein Urteil be-
zeichnet, heift (vollstindiger) Satz. Nehmen wir aus einer solchen
Zusammenstellung einen Bestandteil mit selbstindiger Bedeutung
unter Bezeichnung der leergemachten Stelle heraus, so bezeichnet
ein solcher >unvollstindiger Satz¢ kein Urteil mehr. Er ist aber von
besonderer Wichtigkeit fiir die Logik. Aus ihmn konnen sich unter
Umstinden mehrere vollstindige Sitze ergeben, wenn andre Zeichen
an die leergemachte Stelle gesetzt werden; diese Stelle heifit deshalb
Einsatzstelle (Argumentstelle), das vom eingesetzten Zeichen Bezeich-
nete: Einsatz (Argument). Die dadurch gebildeten vollstindigen Sitze
konnen dann wahre oder auch falsche Urteile bezeichnen. So zeigt
sich, daf der unvollstindige Satz, wenn er auch kein Urteil be-
zeichnet, so doch Urteile gewissermafien der Moglichkeit nach (po-
tentiell), und zwar in Abhingigkeit vom Einsatz, enthalt, also nicht
bedeutungslos ist; wir sagen, er bezeichne einen >Begriff«. Von
dem Einsatz sagen wir, er falle unter den Begriff oder falle nicht
darunter, je nachdem der durch die Einsetzung gebildete Satz ein
wahres oder falsches Urteil bezeichnet. Der Kiirze halber wollen
wir in iibertragener Weise auch vom Satz sagen, er sei wahr oder
falsch.

‘1. Beispiel. Aus dem vollstindigen Satz »2 + 3 = 5« bilden
wir den unvollstindigen »2 + () == 5¢; dieser bezeichnet den Begriff
>was zu 2 addiert 5 gibt<. Unter diesen Begriff fillt nur die Zahl
Drei. Denn nur durch Einsetzung von Zeichen dieser Zahl (>3< oder
32+ 1c oder »>%:¢< usw.) werden wahre Sitze gebildet; fiir andre
Einsitze (>4<, >+<¢, >Hausc<) ergeben sich falsche Sitze (bei ge-
niigend genauer Begriffsbestimmung der arithmetischen Zeichen nicht

sinnlose).
2. Beispiel. -Aus »2+3 = 5¢< konnen wir auch den unvoll-
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stindigen Satz bilden »2 + 3 () 5¢, der den Begriff > Beziehung zwischen
243 und 5¢ bezeichnet. Unter diesen Begriff fallen: Gleichheit,
Zusammengehorigkeit zur gleichen (beliebigen) Klasse (z. B. der der
positiven ganzen Zahlen). Denn es ergeben sich wahre Sitze durch Ein-
setzung von »==« oder »>ist eine positive ganze Zahl, wie auche¢. Falsche
Sitze entstehen dagegen durch Einsetzung von: 4, <, 5 usw.

3. Beispiel. Aus >Hamburg ist eine Stadt< bilden wir den
unvollstindigen Satz >( ) ist eine Stadt<. Dieser bezeichnet den Be-
griff >was eine Stadt istc, kurz: den Begriff >Stadt<.

Ebenso wie ein unvollstindiger Satz mit einer Einsatzstelle
einen Begriff, bezeichnet ein solcher mit zwei Einsatzstellen eine
Beziehung. Die beiden Stellen miissen von einander unterschieden
werden; wir bezeichnen sie deshalb mit () und (,) und sagen dann:
der erste Einsatz steht zu dem zweiten in der betr. Beziehung.

1. Beispiel. Aus 5243 = 5¢ bilden wir >24(,) = (;)c<. In
der hierdurch bezeichneten Beziehung stehen zueinander: 3 und 5
(nicht aber 5 und 3), 4 und 6, usw.

2..Beispiel. Aus »>Odysseus ist Vater von Telemach« bilden
wir »(,) ist Vater von (,)¢. Dieser unvollstindige Satz bezeichnet
die Vaterbeziehung.

- 8. Beispiel. Da die natiirliche Sprache meist mehr dem. Be-
diirfnis der Kiirze als dem der Zergliederung Rechnung trigt, mul
der sprachliche Ausdruck zuweilen umgeformt werden. Um im vorigen
Beispiel die Bezeichnung der Vaterschaft in eine Einsatzstelle zu ver-
wandeln, wire der Satz etwa so auszudriicken: »Q. steht in der Ver-
wandtschaftsbeziehung Vater zu T.¢, woraus dann gebildet werden
kénnen: a) der unvollstindige Begriffssatz »O. steht in der Ver-
wandtschaftsbeziehung ( ) zu T.¢, der den Begriff > Verwandtschaftsbe-
ziehung zwischen O. und T.< bezeichnet, b) der unvollstindige Bezie-
hungssatz >0. steht in der Verwandtschaftsbeziehung (,) zu ()¢,
der die Beziehung zwischen Verwandtschaftsarten und den durch
diese mit O. verkniipften Menschen bezeichnet.

4. Beigpiel. Alle mathematischen Funktionen (einer
reellen, unabhingigen Verinderlichen) sind hiernach als Beziehungen
zwischen dem Wert der Verinderlichen und dem zugehdérigenWert
(oder mehreren) der Funktion aufzufassen. Die Sinusfunktion z. B.
ware, um beide Einsatzstellen zu zeigen, in der Form auzudriicken:
>() = sin()e.

Es sind jetat einige unterscheidende Eigenschaften von Bezie-
hungen zu etljutern. Fiir diese fuhren wir, um allgemeiner von ihnen
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sprechen zu konnen, die Bezeichnung ein: B(,,,), oder auch kurz B.
Bezeichnen «,b,c¢,d bestimmte Gegenstinde, so sind also B(a,b),
B(e,d) vollstindige Satze. Sprechen wir von mehreren Beziehungen,
8o unterscheiden wir sie durch Kennziffern: B,(a,b) und B,(a,b) sind
demnach zwei verschiedene vollstindige Sitze.

Unter der Umkehrung einer Beziehung B,(,,,) verstehen wir
diejenige Beziehung B,(,,,), fir die die Einsatzstellen im Vergleich
zu jener vertauscht sind; also immer dann, wenn 3 (a, ) wahr ist, ist
auch B,(b, a) wahr, was auch immer « und b sein mogen. Beispiel:
Wenn a Nachkomme von &, so ist immer & Vorfahre von «; also ist
die Beziehung Vorfahre Umkehrung der Beziehung Nachkomme.

Eine Beziehung heit gleichseitig (symmetrisch), wenn sie
mit ihrer Umkehrung identisch ist, also aus 5 («, &) immer R (b, a)
folgt und umgekehrt. Beispiel: Gleichaltrigkeit.

Eine Beziehung heiflt iibergreifend (transitiv), wenn aus
B(a,b) und B (b, c) immer folgt B(a,c). Beispiel: In der Arithmetik
folgt aus a>b und 6> immer « > c¢; ebenso aus « = » und
b = ¢ immer a = ¢; die Beziehungen >>«¢ und >=« sind also
itbergreifend.

Eine Beziehung heifit eindeutig, wenn es zu jedem ersten
Finsatz nur einen zweiten gibt; es folgt dann also aus B (a,b) und
B (a,c) immer b == ¢, was « auch immer sei. Beispiel: >Vater des
() ist ()< (im sprachlichen Ausdruck: die >Beziehung zum Vaterd).
Im andern Falle heifit die Bezichung mehrdeutig. Beispiel: »(,) ist
Vater von (,)< (im sprachlichen Ausdruck: die >Beziehung des Vaters«).

Die Umkehrung einer Bezichung kann mehrdeutig sein, wihrend
sie selbst eindeutig ist: mehr-eindeutige Beziechung (z. B. Bez.
zum Vater). Im umgekehrten Falle heilt sie ein-mehrdeutig
(z. B. Vaterbezichung).

Eine Beziehung heifit ein-eindeutig, wenn sowolil sie selbst
als ihre Umkehrung eindeutig ist. Beispiel: Die Beziehung »>(,)
+1 = (,)< ist ein-eindeutig.

Wir gehen nun zu einer Verkniipfung zwischen Begriff und Be-
siehung fiber. Besteht zwischen den Gegenstinden eines Begriffes
einerseits und denen eines andern andrerseits eine ein-eindeutige Be-
ziehung, die »Zuordnungsbeziehunge, derart dal jeder Gegenstand
des ersten- Begriffs zu einem des zweiten in dieser Beziehung steht,
und zu jedem des zweiten einer des ersten, so sagen wir: die beiden
Begriffe sind gleichmichtig (iquivalent). Die Gleichmichtigkeit ist
danach eine gleichseitige iibergreifende Beziehung zwischen zwei Be-
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griffen. Auf ihr baut sich die Lehre von den Klassen oder Begriffs-
umfingen auf und ein mit dieser im Grunde iibereinstimmender Teil
der mathematischen Mengenlehre, die Lehre von den Michtigkeiten ;
nur hat diese eine Entwicklung aus mathematischen Gesichtspunkten
heraus unter vorwiegender Behandlung der unendlichen Mengen ge-
nommen und daher auch andre Bezeichnungsweise. Aus dieser
gleichen begrifflichen Quelle geht die Lehre von den Anzahlen
(Arithmetik der Kardinalzahlen) hervor, indem unter Anzahl der Be-
griff von Begriffen, die gleichmichtig sind, verstanden wird.

Besteht zwischen den Gegenstinden eines Begriffes (z.B. den
- Schiilern einer Klasse) eine ungleichseitige, iibergreifende Beziehung
(z.B. »ilter als<), derart dal irgend zwei dieser Gegenstiinde ent-
weder in dieser Beziehung oder in ihrer Umkehrung zueinander stehen,
so sagen wir: die Gegenstinde bilden eine Reihe auf Grund jener
>reihenbildenden Beziehung:«.

Hierzu komme ein' andrer, dem ersten gleichmichtiger Begriff
(z. B. die Mantelhaken der Schulklasse; ein-eindeutige Zuordnungs-
beziehung: >der Haken (,) gehort dem Schiiler (,)<). Auch die Ge-
genstiinde des zweiten mdgen eine Reihe bilden (z. B. reihenbildende
Beziehung: weiter rechts). Sind dann die beiden reihenbildenden
und die zuordnende Beziehung so beschaffen, daB, wenn in der ersten
Reihe irgend zwei Gegenstande in der dort reihenbildenden Beziehung
zu einander stehen, augh immer die ihnen in der zweiten Reihe zu-
- geordneten Gegenstinde in der hier reihenbildenden Beziehung zu
einander stehen, so heiflen die beiden Reihen &hnlich. (Beispiel:
Wenn fiir irgend zwei Schiiler immer gilt, daf der Haken des ilteren
weiter rechts hdngt, so heift die Reihe der Haken ihnlich der Reihe
der Schiller). Die Ahnlichkeit ist danach eine gleichseitige, iiber-
greifende (auf Grund einer Zuordnungsbeziehung bestehende) Beziehung
zwischen zwei Reihen. Auch die reihenbildenden Beziehungen nennt
man in diesem Falle &hnlich. (Im Beispiel: die Beziehung »weiter
rechts in der Hakenreihec steht zu der Beziehung »>ilter in dieser
Schiilerklasse«< in der Beziehung der Ahnlichkeit).

Den Begriff der zu einer bestimmten Beziehung #hnlichen Be-
ziehungen nennen wir ihre Ordnungszahl (Ordinalzahl); (den Be-
griff, nicht die darunter fallenden Beziehungen!). Hierauf baut sich
die Lehre von den Ordnungstypen als zweiter Hauptteil der
Mengenlehre auf. Die Bestimmungen der wichtigsten Ordnungstypen
seien hier kurz angegeben, da sie die weiteren Schritte zu unserm
Ziel, dem Aufbau des formalen Raumes, bilden.

Reihen. Zahlen. Kontinuum. 13

Alle diejenigen Reihen (in andrer Ausdrucksweise: ihre reihen-
bildenden Beziehungen) sind &hnlich zu einander, die folgende Be-
dingungen erfiillen: im Sinne der reihenbildenden Beziehung gibt es
einen ersten Gegenstand (»Anfangsglied<); zu jedem Gegenstand gibt
es einen, der ihm als erster folgt, und zu jedem, aufler jenem An-
fangsglied, einen, der ihm als letater vorhergeht, also im Ganzen
keinen letzten Gegenstand. Solche Reihen heiflen Progressionen (in
der Mengenlehre: Ordnungstypus @). Um alles das, was von diesen
einander #hnlichen Reihen gilt, kiirzer ausdriicken zu kénnen, sagen
wir es von einem formalen Vertreter aus, den wir uns fiir sie zu
diesem Zwecke schaffen. Diesen formalen Vertreter der Progressionen
nennen wir >Reihe der natiirlichen (Ordnungs-) Zahlen«. Genau
genommen ist dieser Vertreter der Progressionen nichts andres als
ihr Begriff (in unserm Sinne dieses Wortes). .

Ferner sind alle Reihen, die folgender Bedingung geniigen, ein-
ander ahnlich: die Reihe ist gleichmichtig mit einer Progression; im
Sinne der reihenbildenden Beziehung gibt es kein erstes und kein
letztes Glied ; fiir irgend zwei Gegenstinde der Reihe gibt es immer
(mindestens) ein drittes, das zu dem zweiten und zu dem das erste
in der reihenbildenden Beziehung steht. (Ordnungstypus z). Den
formalen Vertreter dieser Reihen nennen wir »>Reihe der Bruch-
zahlen< (Rationalzahlen). '

In shnlicher Weise, jedoch umstindlicher, und daher hier nicht
in Kiirze auseinanderzusetzen, kénnen die Bedingungen fiir Reihen an-
gegeben werden, deren formalen Vertreter wir »>Reihe der reell en
Zahlen< nemnen (Ordnungstypus i). Diese Reihen sind stetig.
Damit ist in rein formalem Fortgange, chne Bezugnahme auf An-
schauung, das Kontinuum aufgebaut. . .

Die Gegenstinde eines Begriffes konnen auch, anstatt wie bisher
in einer Reihe, in Reihen von Reihen (>Reihen zweiter Stufe<) ge-
ordnet werden. Z.B. konnen die Schiiler einer Schule nach Klassen,
die von der ersten zur letzten eine Reihe bilden, und innerhalb jeder
Klasse nach der GroBe geordnet werden; oder die moglichen Tone
eines Klaviers nach der Hohe, und alle gleichhohen Téne nach der
Stirke. Diese Reihen zweiter Stufe bilden den Gegenstand der Lehre
von den Zahlpaaren (Arithmetik der komplexen Zahlen mit zwei Ein-
heiten), die sich danach aus dem Bisherigen auch wiederum rein
formal entwickeln 146t. '

In entsprechender Weise werden die Reihen dritter und beliebiger
weiterer Stufen, allgemein n’ter Stufe, aufgebaut und in der Lehre
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von den Zahldreiern oder hoheren Zahlmengen behandelt. Eine solche
stetige Reihe 3. bezw. n. Stufe nennen wir einen formalen Raum
von 3 bezw. » Abmessungen, obwohl von riumlichen Gebilden bisher
noch nicht die Rede gewesen ist. Spiter wird deutlich werden, dag
zwischen diesem >Raum< und dem, der sonst so genannt wird, eine
enge Verwandtschaft besteht. Aus diesem Grunde werden nun auch
mit diesem formalen Raum von » bezw. 3 Abmessungen, den wir
mit R, bezw. E,, bezeichnen wollen, Besonderungen (Spezialisierungen)
vorgenommen, die ihren eigentlichen Sinn erst durch die spitere An-
wendung auf die eigentlichen riumlichen Gebilde erhalten. Denn hier
. haben wir es ja immer noch mit blof formalen Beziehungen zu
tun, ohne dafll vorausgesetzt wird, was fiir Gegenstinde in diesen Be-
ziehungen zu einander stehen. Man nennt deshalb die verschiedenen
R auch Gefiige von Ordnungsbezichungen (Systeme von Ordinalbe-
ziehungen), kurz Ordnungsgefiige.

Durch engere Bedingungen fiir die reihenbildenden Beziehungen
in diesen Gefiigen entsteht ans dem R,,, der dann zur Unterscheidung
topologischer Raum genannt wird, der projektive Raum R,, und
weiterhin der metrische Raum R,,, die sich also zu jenem w1e Art
und Unterart zur Gattung verhalten (nicht wie Einzelding zur Art).
In entsprechender Weise geht aus dem topologischen Raum mit drei
Abmessungen R,, der projektive R,, und der metrische R,, hervor,
sowie noch weitere Unterarten. (Vgl. nebenstehende Ubersicht).

Es hat sich nun gezeigt, dafl die so entstehenden Ordnungsge-
fiige (z. B. der R,,), wenn sie fiir sich allein (d.h. ohne Riicksicht auf
den R, oder R,,) untersucht werden sollen, einfacher aufzubaunen sind,
wenn man sie unmittelbar darstellt als Gefiige gewisser einfacher Be-
ziehungen, deren formale Eigenschaften angegeben werden; anstatt
den Umweg iiber die stetigen Reihen erster, dann dritter Stufe und
die einschriinkenden Bestimmungen zu machen. Dies werde hier nicht
fur alle genannten Raumarten, sondern nur fiir den R,, gezeigt, da
dabei das Gesagte zur Geniige deutlich wird.

Das durch folgende Bestimmungen (bei deren Angabe hier mehr
auf Kiirze und Verstidndlichkeit, als auf Genauigkeit und Vollstindig-
keit gesehen ist), umgrenzte Gefiige ist gleicher Art, wie das aus
B, durch Besonderung zu entwickelnde Gefiige R,

Ein Begriff P, unter den die Gegenstinde P,, P, ... fallen,
erfiille folgende Bedingungen: es gibt einen Begriff (¢, unter den
nicht Gegenstinde, sondern Begriffe g,, ¢, ... fallen, derart daB unter
jeden g-Begriff nur P-Gegenstinde fallen, und zwar mindestens drei,

Ubersicht der Raumarten.

(Die Einteilung ist die gleiche fiir den formalen Raum R, den
Anschauungsraum R’, den physischen Raum R".)

Der Raum mit beliebig vielen
Abmessungen :
(Kontinuum #=. Stufe)
topologischer Raum R,

Der Raum mit 3 Abmessungen:
(Kontinuum 3. Stufe)

topologischer Raum E,, o
projektiver Raum R,

projektiver Raum R,
metrischer Raum R,,

metrischer Raum R,
(gekennzeichnet durch das KriimmungsmaB k)
seine Unterarten:
isotrope Riume: nicht isotrope Raume :
(in jedem Punkt 3 gleiche Werte fir %)

nicht homo-
gene Riume: R, R, .
(allgemeinster Fall: alle Werte von & ungleich)
Unterarten :

Ru = : Ru = -Ru =
k=0 (k=0) (=0)
(Einstein)

homogene Riume:
(in allen Punkten dieselben 3 Werte fiir &)

Rr’h -Rh
(Raum konstanter Kriimmung; Kongruenzraum)
Unterarten :
'R:‘h < ‘Rs'h = ‘R«'h >
(k< 0) (k=0) (k> 0)

(Lobatschefskij) (Euklid) (Riemann)
hyperbol. parabol. Raum ellipt. Raum
(Abart: sphir. Raum)

[Winkelsumme
im Dreieck:

<180°, = 18079, > 1809
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unter keinen aber alle; fiir irgend zwei P-Gegenstinde gibt es immer
einen und nur einen g-Begriff, unter den beide fallen (ihr >gemein-
meinsamer< g-Begriff); es gilt allgemein, welche P-Gegenstinde auch
immer gewihlt werden mégen: fallen P,, P,, P, unter den g-Begriff
9, Py, P,, P{ unter den andern g,, so gibt es erstens einen Gegen-
stand P,, der sowohl unter den gemeinsamen g-Begriff von P, und
P,, als auch unter den von P, und P, fillt; und zweitens einen g-Be-
griff g,, unter den zwar P,, aber kein Gegenstand von g, fillt.

Das hierdurch bestimmte Gefiige ist der formale projektive
Raum RE,,. Als Beispiel der fiir ihn geltenden Lehrsitze, die aus
den genannten Bestimmungen abgeleitet werden, sei der folgende

~ genannt, in dessen unanschaulicher Gestalt der fiir die projektive

Geometrie so wichtige Satz des Desargues kaum wiederzuerkennen
ist; erst in den untenstehenden Anwendungsbeispielen werden die
Bestimmungen des Gefiiges und der Lehrsatz anschaulich, und dann
auch durch Figuren darstellbar.

Lehrsatz. Sind in dem genannten Gefiige neun Gegenstinde
P, P, P, P, P, P, P, P, P, und sieben g-Begriffe
Gi,90 91,00 a,ss Je, 50 9,10 95, 1» 9o GOGeDED von der Art, dafl

P, P, und F, , unter g, ,,

PP, P, 0w
P, P, Py v s
F, P, P, 9a. 3
P, P, Py »n s
F, P, P, » 9o

P, P,, P,, unter g, fallen, aber weder
P, P,, P, noch P., P], P, einen gemeinsamen g-Begriff haben, so
gibt es in dem Gefiige einen Gegenstand (P, , ,), der sowohl unter
den gemeinsamen g-Begriff von P, und P!, als auch unter den von
P, und P;, als auch unter den von P, und P; fillt.

DaB ein solches formales Gefiige nicht auf Dinge bestimmter Art
beschriinkt ist, werde jetzt dadurch deutlich gemacht, dal gewisse
Mengen ~ verschiedenartigster Gegenstinde aufgezeigt werden, von
denen bei Voraussetzung der genannten Bestimmungen des R, auch

- alle Lehrsitze der projektiven Geometrie gelten, so z. B. der genannte

Satz des Desargues. Die Beispiele sind nicht (wie der R,,) Unter-
arten der Raumart R,,, sondern Einzelfille; ein jedes stellt einen
bestimmten projektiven dreistufigen Raum (im formalen Sinne) dar.

Beispiele von Ordnungsgefiigen. 17

1. Beispiel. Ein Gefiige F,, von Farben erfiille folgende
Bedingungen: die Farben kommen in gewissen Zusammenstellungen,
Farbstreifen genannt, vor; jeder Streifen trigt mindestens drei ver-
schiedene Farbenm, kein Streifen aber alle auf den iibrigen Streifen
vorkommenden. Wihlen wir zwei beliebige der Farben, so gibt es
stets einen und nur einen Streifen, der beide trigt; er heifit ihr ge-
meinsamer Triger. Ferner soll fiir beliebige Wahl gelten: fassen
wir irgend drei Farben f,, f;, f, cines Streifens s,, und £, £, (mit
jenem f, identisch), fi eines andern Streifens s, ins Aiuge, so hat
erstens der gemeinsame Triger von f, und f] mit dem gemeinsamen
Tréger von f, und f, eine Farbe f, gemeinsam, und zweitens gibt es
dann einen Streifen s,, der die Farbe f,, aber keine auf dem Streifen
s, vorkommende triigt. '

Fiir dieses Farbgefiige gelten nun alle Sitze iber den R,,, also
auch jener Lehrsatz:

Sind neun Farben f,, /. /i, fi, fas fus fi, 05 f2, 55 fo, 1 50 gegeben,
daB folgende Farbdreier auf je einem Streifen vorkommen: (f,, ,, £;. )
(fas Fus Boad (Fss s B,y (P Fos 0Dy (s £ay fas o) (Fos £1 B o
(fy.ss fo, s 14, 1), dagegen weder fiir f,, f,, f, ein gemeinsamer Triger
vorhanden ist, noch fiir £}, fi, fi, so gibt es eine Farbe (f,, , ,),
die sich sowohl mit £, und f! auf einem gemeinsamen Streifen findet,
als auch mit f, und £;, als auch mit £, und f}.

2. Beispiel. Um ganz verschiedenartige Gegenstinde zu nehmen,
werde als niichstes Beispiel ein Gefiige U,, von Urteilen gewihlt,
und zwar von Urteilen, fiir die nur bestimmte formale Beziehungen
vorausgesetzt werden, deren Gegenstinde jedoch unbestimmt sind.
Dieses formale, projektive, dreistufige Urteilsgefige U,, ist nicht zu
verwechseln mit der formalen projektiven Geometrie, die ja auch ein
formales Urteilsgefiige ist, oder einem Gefiige, das aus der projektiven
Geometrie durch irgend welche Umbildung (z. B. Besonderung oder
Verallgemeinerung) gebildet ist. U,, geht nicht aus der projektiven
Geometrie, sondern aus ihrem Gegenstande R,, durch Einzelfall-
bildung hervor: R,, ist ein Gefiige nicht von Urteilen, sondern von
unbestimmten Dingen P (Gliedern, >Termenc); fiir diese P werden
nun Urteile eingesetzt (substituiert) und dadurch U,, gebildet. Hier
besteht also nicht nur die Raumlehre, sondern der >Raumc« selbst
aus Urteilen! Von dem, was wiederum Gegenstand dieser Urteile sei
oder sein konnte, wird iiberhaupt nicht die Rede sein.

Von zwei Urteilen (oder zwei Urteilsgruppen) sagt man, sie seien
gleichwertig (dquivalent), wenn das eine unter denselben Bedingungen

Kantstudien. Ergiéinzungsheft 56, 2
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giiltig ist wie das andre, so dalB also der Schluf von jedem auf das
andre erlaubt ist. Z.B. sind die Urteile »>dieses Dreieck ist gleich-
seitig < und »dieses Dreieck ist gleichwinklig« gleichwertig; jedes lit
sich aus dem andern schlieien; sie sind entweder beide wahr oder
beide falsch. Ebenso ist die Urteilsgruppe der Grundsitze einer be-
stimmten (z. B. der euklidischen) Geometrie der Gruppe der Lehrsitze
gleichwertig; wenn die eine giiltig ist, so auch die andre; und jede
folgt aus der andern.

Wir wollen nun (nur fiir dieses Beispiel) eine Gruppe von drei
oder mehr Urteilen dann zusammengehorig nennen, wenn irgend zwei

ihrer Urteile stets der ganzen Gruppe gleichwertig sind. (So sind

z. B. alle diejenigen von einander unabhingigen, linearen Gleichungen
in z und y, die fir x = 3 und y = 4 befriedigt sind, zusammen-
gehorige Urteile; denn wenn irgend zwei von ihnen als wahr ange-
nommen werden, so folgt ja daraus x = 3 und y = 4, also sind
dann alle iibrigen auch wahr). Ferner heifle (nur hier) ein Urteil
>mit zwei oder mehr Urteilspaaren (U,, U,; U., U) vertrigliche,
wenn es mit jedem einzelnen Paar zusammengehorig ist.

Es sei nun U, eine nicht zusammengehorige Menge von Urteilen

(U, U,, ...), unter denen zusammengehirige Gruppen bestehen.
Fiir irgend zwei Urteile sei immer noch ein mit ihnen zusammenge-
horiges in der Menge vorhanden. Ferner soll fiir beliebige Wahl
gelten: sind U,, U,, U} zusammengehiorig, ebenso U,, U,, U, unter
sich, aber nicht mit jenen, so gibt es erstens ein Urteil U,, das mit
den Urteilspaaren (U,, U!; U,, U, vertriglich ist, und zweitens eine
zusammengehorige Urteilsgruppe, zu der wohl U,, aber keins der
Urteile gehort, die mit U, und U] zusammengehiorig sind.

Hier lautet nun der Lehrsatz des Desargues: Sind sechs Ur-
teile U,, U,, U,, U], U;, U, von U,, 50 beschaffen, daf die drei Ur-
teile, die bezw. mit (U,, U,; U}, U,), mit (U,, U,; U;, U;) und mit
(U,, U,; U, U) vertriglich sind, zusammengehorig sind, so gibt es
ein Urteil, das mit den drei Paaren (U,, U); U,, Ui; U,, U,) ver-
triglich ist.

3.'Beigpiel. Nehmen wir als weiteres Beispiel ein Gefiige von
Punkten und Geraden des Raumes im eigentlichen, anschaulichen
Sinne dieses Wortes, so ist das fiir uns besonders bedeutungsvoll, da
es die Bezichung zwischen dem formalen Raum und dem weiterhin
zu besprechenden Anschauungsraum erkennen lagt.

Von den Punkten und Geraden des Raumes seien folgende Grund-
sitze vorausgesetzt: Ist eine belicbige Gerade gegeben, so gibt es

Beispiele. 19

auf ibr mindestens drei Punkte, und auBlerhalb mindestens einen
Punkt. Durch zwei Punkte geht immer eine und nur eine Gerade.
Es gilt bei beliebiger Wahl: liegen P,, P,, P! auf einer Geraden,
P,, P,, P, auf einer andern, so gibt es erstens einen Punkt P,, der
sowohl auf der durch P, und P! gehenden Geraden liegt, wie auch
auf der durch P, und P; gehenden; zweitens eine Gerade, die durch
P, geht und mit der durch P, und P, gehenden Geraden keinen
Punkt gemeinsam hat. )

Bei diesem Beispiel konnen wir uns endlich die Voraussetzungen
anschaulich machen durch eine Figur (1), die fiir die andern Beispiele
und den R,, selbst eine Versinnbildlichung bedeuten kann; ebenso
den folgenden Lehrsatz durch Figur 2.

Lehrsatz des Desargues: Liegen die Schnittpunkte je zweier
entsprechender Seiten der beiden Dreiecke P,, P,, P, und P;, P;, P,
(die nicht in derselben Ebene zu liegen brauchen) auf einer Geraden,
so schneiden sich die drei Verbindungsgeraden je zweier entsprechender
Ecken in einem Punkte.

4. Beispiel. Um die Fruchtbarkeit des formalen Raumes in
seiner vielfachen Anwendbarkeit auf den Anschauungsraum deutlich

2%
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werden zu lassen, mogen an Stelle von Punkten und Geraden die
Kreise X und Kreisbilischel B einer Ebene als Glieder des
Gefiiges genommen werden.

e —— e §

Anwendung auf den Anschauungsraum, 21

Von ihnen gelten ndmlich die den fritheren genau entsprechenden
Voraussetzungen: ist ein beliebiges Biischel gegeben, so gibt es in
ihm mindestens drei Kreise und auflerhalb mindestens einen Kreis.
Zwei Kreise haben immer ein und nur ein gemeinsames Biischel. Es
gilt bei beliebiger Wahl: gehoren die Kreise K,, K,, K! zu einem
Biischel, K,, K,, K, zu einem andern, so gibt es erstens einen Kreis
K,, der sowohl zu dem die Kreise K, und K| enthaltenden Biischel
gehort, als auch zu dem K, und K, enthaltenden; zweitens ein Biischel,
zu dem K, gehort, aber keiner der Kreise des K, und K enthalten-
den Biischels.

Fiir diese zusammengesetzten Gebilde, Kreise und Kreisbiischel,
die an sich eine umstiindliche Behandlung erfordern wiirden, kénnen
jetzt ohne besonderen Beweis alle fiir den formalen Raum geltenden
Lehrsitze einfach iéibertragen werden. So lautet hier der Satz des
Desargues:

Liegen in einer Ebene sechs Kreise X,, K,, K; K|, K, K,
von denen weder die drei ersten, noch die drei letzten ein gemein-
sames Biischel haben; haben ferner die durch K, und X,, K] und
K} bestimmten Biischel einen Kreis K, , gemeinsam, ebenso die durch
K, und K,, K, und K, bestimmten einen Kreis K, ,, und die durch
K, und K,, K. und K, bestimmten Biischel einen Kreis K, , ge-
meinsam, und gehoren K, ,, K, , und K, , zu einem Biischel, so
haben die drei durch K, und K}, K, und X}, K, und K, bestimmten
Biischel einen Kreis X, , , gemeinsam.

Die beiden letzten Beispiele zeigen zwei von den unendlich vielen
Moglichkeiten, den Anschauungsraum als Einzelfall der durch den
formalen Raum bestimmten Gattung, und zwar in diesem Falle den

. projektiven Anschauungsraum R;, als Einzelfall der Gattung R,, auf-

zufassen.




ll. Der Anschauungsraum.

Der Anschauungsraum ist ein Ordnungsgefiige, von dem wir wohl
- die formale Art begrifflich umgrenzen kénnen, aber wie bei allem
Anschanungsmifligen nicht sein besonderes Sosein. Hier _li6t sich
nur auf Erlebnisinhalte hinweisen, nimlich auf die anschaulich-rium-
lichen Gebilde und Beziehungen: Punkte, Linienstiicke, Flichenstiicke,
Raumstiicke; das Liegen eines Punktes auf einer Linie, 'in einem
Raumstiick, das Sich-Schneiden zweier Linien usw. Die psychologische
Frage nach der Entstehung solcher Vorstellungen wird hier nicht ge-
stellt, wohl aber die nach der logischen Begriindung der Erkenntnisse
iiber den Anschauungsraum, genauer: der Grundsitze, da die weiteren
Sitze aus diesen formal-begrifflich abgeleitet werden. Erfahrung
gibt nicht den Rechtsgrund fiir sie ab; die Grundsitze sind erfahrungs-
unabhingig, genauer (Driesch): unabhingig vom >Quantum der Er-
fahrungc,‘ d. h. ihre Erkenntnis wird nicht, wie bei Erfahrungssiitzen,
durch die mehrfach wiederholte Erfahrung immer gesicherter. Denn
es handelt sich hier, wie Husser] gezeigt hat, gar nicht um Tatsachen
im Sinne der Erfahrungswirklichkeit, sondern um das Wesen (>Eidosc)
gewisser Gegebenheiten, das in seinem hbesondern Sosein schon durch
einmaliges Gegebensein erfalt werden kann. So wie ich bei nur ein-
maliger Wahrnehmung, ja auch blofier Vorstellung von drei bestimmten
Farbtonen Tiefgriin, Blau und Rot feststellen kann, daB der erste
seiner besonderen Art nach dem zweiten verwandter ist als dem
dritten, so finde ich bei Vorstellung von Raumgebilden, daf durch
zwei Punkte mehrere Linien gehen, dafl auf jeder noch weitere Punkte
liegen; daB ein einfaches Linienstiick, aber nicht ein Flichenstiick
durch einen darauf liegenden Punkt in zwei Stiicke zerteilt wird,
usw. Weil wir hierbei nicht auf die einzelhafte Tatsache eingestellt
sind, es uns z. B. nicht um den jetzt hier gesehenen Farbton geht,
sondern nur um seine zeitlose Art, sein >Wesen<, kann es von
Wichtigkeit sein, diese Erfassungsweise von der Anschauung im
engeren Sinne, die auf die Tatsache selbst geht, durch die Benennung
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>Wesenserschauung< (Husserl) zu unterscheiden, wo Verwechslung
moglich erscheint. Im Allgemeinen mag aber der Ausdruck An-
schanung auch die Wesenserschauung mit umfassen, da er in diesem
weiteren Sinne auch schon von Kant her gebriduchlich ist.

Es ist nun zu untersuchen, welche Grundsitze iiber Riumliches
unter Berufung auf die Anschauung aufstellbar sind. Nur die Grund-
siitze brauchen aus der Anschauung entnommen zu werden. Die
daraus abgeleiteten Sitze konnen wir zwar auch noch, wenigstens
einige Schritte weit, der Anschauung entnehmen. Um aber mit Riick-
sicht auf den Grundsatz der wissenschaftlichen Sparsamkeit das Lebr-
gebdude auf nur soviele Voraussetzungen zu stiitzen, wie unbedingt
erforderlich sind, entnehmen wir der Anschauung moglichst wenige
Satze, aber so viele, dal das ridumliche -Gefiige eindeutig bestimmt
ist, d.h. einem bestimmten formalen Ordnungsgefiige eingeordnet
werden kann. Die Verwertung von Anschauungsaussagen -iiber nicht-
einfache Gebilde ist auch aus dem Grunde zu vermeiden, weil die
Aussagen mit steigender Zusammengesetztheit der Gebilde sehr rasch
unsicherer und inhaltlich unbestimmter werden. Wollte man z.B.
den Satz des Pythagoras nicht aus einfachen Grundsitzen erschliefen,
sondern unmittelbar der Anschauung entnehmen, so wiirde man wohl
nur eine Ungleichung iiber die Seiten und eine abschitzungsweise
Gleichung iiber die Quadrate aussprechen kénnen.

Die Anschauung bezieht sich immer nur auf ein beschrénktes
Raumgebiet. Daher lassen sich ihr auch nur Erkenntnisse iiber rium-
liche Gebilde von beschrinkter GroSe entnehmen. Dagegen haben
wir inbezug aunf das Gesumtgefiige, das wir aus diesen Grundgebilden
aufbauen, freie Hand. Wenn z. B. die Art eines Gebildes es gestattet,
ein zweites der gleichen Art in bestimmter Weise daran zu fiigen,
so konnen wir fordern, das dieses Anfiigen ohne Ende weiter moglich
sein soll. Auf diese Weise kénnen wir aus der geraden Strecke den
Begriff der endlosen Geraden aufbauen; und in einem gewissen, iiber-
tragenen Sinne auch die Anschauung, nidmlich als ein auf das Wissen
der Regel der Verkniipfung gegriindetes Bewufltsein der Moglichkeit
der Erfassung jeder Strecke der Geraden in der Anschauung. Aber
dem so gewonnenen Begriff entspricht dann nicht nur die unendliche
Gerade, sondern auch die endliche, aber endlose, geschlossene Gerade
des elliptischen Raumes. Zwischen beiden entscheidet weder die An-
schauung, noch jene Forderung. Anschauung und Forderung zusammen
helfen uns so zwar itber das Endliche hinaus, lassen aber trotzdem
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bestimmte Fragen iitber das Unendliche offen. Diese Verhiltnisse
sollen ndher untersucht werden.

Wir stellen zuerst die der Anschauung entnehmbaren Grundsitze
zusammen, erdrtern dann die Forderungen, die hieran zu kaiipfen
sind, um ein riumliches Gesamtgefiige zu erhalten, und haben dann
zn untersuchen, welche Arten solcher Gefiige sich daraus ergeben.

Wegen der erwihnten Unmoglichkeit, die Bedeutung der Grund-
begriffe, sowohl der Grundgebilde (Punkte, Geraden, Winkel, usw.),
als auch ihrer Beziehungen (Liegen auf, Schneiden, Gleichheit) hier
im Gebiet der Anschauung begrifflich zu umgrenzen, diirften sie nur
durch Hinweis auf einige anschauungsmifige Merkmale verstindlich
gemacht werden. Dies ist der Sinn der Begriffsbestimmungen bei
Euklid. Hier scheinen sie nicht erforderlich.

Dem bekannten Hilbertschen Aufbau der Raumlehre aus Grund-
sitzen, die genau alle fiir die spiteren Beweise erforderlichen Vor-
aussetzungen . enthalten (was fiir die Grundsiitze Euklids bekanntlich
nicht gilt), werde daraufhin durchgesehen, welche Grundsitze der
Anschauung eines beschrinkten Gebietes entspringen. Diese seien
hier in kurzer Form zusammengestellt.

A. In einem beschrinkten Raumgebiet gelten folgende Grund-

sitze (Hilbert I, 1—8, II, 1—4, III, 1—4):

Grundsdtze der Verkniipfung:

1. Durch zwei Punkte geht stets (mindestens) eine Gerade.

2. Durch zwei Punkte geht nur eine Gerade.

3. Auf jeder Geraden liegen mindestens zwei Punkte, in jeder Ebene
mindestens drei nicht auf einer Geraden gelegene Punkte.

4. Durch drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, geht stets
(mindestens) eine Ebene.

5. Durch drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, geht nur

eine Ebene. . v
6. Liegen in einer Ebene zwei Punkte einer Geraden, so auch alle

iibrigen.
7. Haben zwei Ebenen einen Punkt gemeinsam, so auch noch min-

destens einen andern.
8. Es gibt mindestens vier nicht in einer Ebene gelegene Punkte.

Grundsitze der Anordnung:
9. Liegt ein Punkt auf einer Geraden zwischen 4 und B3, so auch
zwischen B und 4.
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10. Wenn 4 und C zwei Punkte einer Geraden sind, so gibt es stets
wenigstens einen Punkt B, der zwischen 4 und C liegt, und
wenigstens einen Punkt D, sodaBl C zwischen 4 und D liegt.

11. Unter irgend drei Punkten einer Geraden gibt es stets einen und
nur einen, der zwischen den beiden andern liegt.

12. Liegen in einer Ebene eine Gerade und drei nicht auf ihr ge-
legene Punkte, und schneidet die Gerade eine der drei durch die
Punkte bestimmten Strecken, so auch eine der heiden andern
Strecken.

Grundséitze der Kongruenz: _

13. Zu einer jeden gegebenen Strecke gibt es auf irgend einer Ge-
raden von irgend einem Punkte aus ‘nach jeder Seite stets eine
und nur eine kongruente Strecke. Jede Strecke ist sich selbst
kongruent. '

14. Sind zwei Strecken einer dritten kongruent, so auch unter ein-
ander. :

15. Zwei Strecken sind kongruent, wenn sie aus je zwei kongruenten
Teilstrecken bestehen. .

16. Zu einem jeden gegebenen Winkel gibt es in irgend einer Ebene
an irgend einem Halbstrahl nach jeder Seite stets einen und nur
einen kongruenten Winkel. Jeder Winkel ist sich selbst kon-
gruent.

Bemerkungen. Zu 3 und 8: Die entsprechenden Anschauungsbefunde
besagen offenbar noch viel mehr als dieses Vorhandensein von
zwei, drei, bezw. vier Punkten; da sich aber zeigt, dall das Vor-
handensein weiterer Punkte aus den iibrigen Grundsitzen (ins-
besondere 10) geschlossen werden kanm, so muB diese moglichst
inhaltsarme Form der Grundsitze 3 und 8 gewahlt werden, um
der Forderung der gegenseitigen Unabhiingigkeit der Grundsitze
Geniige zu tun. Zu 7: Hieraus folgt, daf das Raumgebiet der
Anschauung auf drei Abmessungen beschriinkt ist.

Wihrend die Grundsitze 13—16 nur die formalen Eigenschaften des

Begriffs der Gleichheit (Kongruenz) bestimmen, folgen nun zwei Grund-

sitze, die Inhaltliches iiber Gleichheit bestimmter . Strecken bezw.

Winkel aussagen. Dem Umstand entsprechend, daf das fiir An-

schauung nur inbezug auf benachbarte Gebilde mdglich ist (ja genau

genommen die Anschauung nur die ﬁbereinstimmung von Gebilden,
die zur Deckung gebracht werden, aussagt), miissen anstelle der
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Hilbertschen Grundsitze III, 5 (Dreieckskongruenz) und IV (Parallelen-

grundsatz) fiir unsern Zweck folgende verwandt werden:

17. Stimmen zwei benachbarte Dreiecke in je zwei Seiten und dem
von ihnen eingeschlossenen Winkel iiberein, so auch in den beiden
andern Winkeln.

18. Schneiden zwei benachbarte Geraden einer Ebene einander nicht,
80 sind zwei gleichliegende Winkel, unter denen irgend eine andre
Gerade sie schneidet, gleich.

Aus 18 folgt, in Verbindung mit 16, die Einzigkeit der (benachbarten)

Parallelen.

| Auf Grund dieses Befundes der Anschauung, der sich nur auf

ein beschriinktes Gebiet bezieht, ist nun ein vollstindiges Gefiige

aufzubauen, dessen unbeschrinkte Geltung forderungsmiGig aufge-
stellt wird. Wir bezeichnen es mit R),. Um Vollstindigkeit und

Widerspruchslosigkeit sowohl in sich selbst als auch mit jenen An-

schauungsaussagen zu verbiirgen, sind hierbei folgende Forderungen

zu -erfiillen.

B. Forderungen zum Aufbau eines unbeschrinkten Gefiiges
(Ban)-

1. In jedem beschréinkten Teilgebiet sollen die Grundsitze A 1—18
gelten,

2. Die Grundsitze A 1 und 4 sollen iiberdies auch fiir das Gesamt-
gebiet gelten.

3. Das Abtragen einer Strecke auf einer Geraden von einem Punkte
aus ist nach beiden Seiten hin beliebig oft wiederholbar.

4. Durch solche Abtragungen kann stets eine Strecke erreicht werden,

- auf der ein beliebig gegebener Punkt der Geraden liegt.

5. Die durch A 13—16 bestimmten formalen Eigenschaften der
Gleichheitsbeziehungen zwischen Strecken und zwischen Winkeln
sollen ihre Giiltigkeit im erweiterten Gefiige beibehalten.

6. Die in A 17, 18 fiir benachbarte Lagen ausgesprochenen Gleich-
heitsbéziehungen sollen fiir nicht benachbarte Lagen so erweitert
werden, daf anstelle der Gleichheit eine Beziehung tritt, die, in
Abhingigkeit von der gegenseitigen Lage der betr. Gebilde, bei
deren Anndherung sich stetig der Grenze der Gleichheit nihert
(in sinnbildlicher Darstellung:LIimL (L) = f(L,).

3 — &1
Bemerkungen. Zu 3: Hieraus folgt nicht, daB die Verlingerung zu
immer neuen Punkten fithre. Zu 4: Archimedischer Grundsatz
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(Hilbert V, 1). Zu 5: Dies ist nicht durch 1 schon ausgedriickt.

Es ist genau zu unterscheiden zwischen der Geltung eines Satzes

in jedem beschrinkten Teilgebiet und der Geltung fiir das Ge-

samtgebiet.

Aus B 1 folgt, dafl diejenigen Grundsitze, die nur iiber das be-
schriinkte Teilgebiet selbst etwas aussagen, auch fiir das erweiterte
Gefiige allgemeine Geltung behalten. Dies sind die Grundsitze
A 3, 7—10. Auflerdem bleiben nach B 2 und 5 in Geltung: A 1,

- 4, 13—16. Die iibrigen Grundsitze dagegen (A 2, 5, 6, 11, 12)

gelten zwar nach B 1 in jedem beschrinkten Teilgebiet, aber nicht
allgemein. .

Greifen wir irgend ein sehr kleines Teilgebiet heraus, was
heiflen soll, dafi nur benachbarte Gebilde (im Sinne von A 17, 18)
darin enthalten sind, so gilt die Forderung B 4 fiir das Gesamtgefiige
offenbar erst recht fiir dieses Teilgebiet. Fiir ein solches gelten ferner
A 1—18 ohne Einschrinkung. Diese zusammen bilden nun Hilberts
Grundsitze, von denen er nachweist, daf sie zum Aufbau der eukli-
dischen Geometrie geniigen (den hier nicht verwandten Grundsatz
V, 2 hat auch Hilbert selbst nicht zum Aufbau benutzt; s. § 8 Schluf).

" Unser Gesamtgefiige ist also so beschaffen, daf iiberall im Kleinen

die euklidische Geometrie gilt. Riemann, der diese Eigenschaft
»Ebenheit in den kleinsten Teilenc nennt, hat zuerst gezeigt, welche
verschiedenen Mdglichkeiten des Gesamtgefiiges mit dieser Eigenschaft
vereinbar sind. Das Kennzeichnende dieser verschiedenen Arten des
R, ist eine gewisse dreiwertige Funktion des Ortes, d.h. eine Zu-
ordnung von je drei Zahlen zu jedem Punkt des Raumes (das »Kriim-
mungsmafec fiir drei Flichenrichtungen in diesem Punkte). Die
Bedeutung dieser Zahlen im Zusammenhang mit unsern Forderungen
werde jetzt erldutert.

Unsre Forderungen verlangen, da8 das beschrinkte Raumgebiet,
dessen riumliche Eigenschaften durch die Anschauung gegeben und
in den Grundsitzen A 1—18 ausgesprochen sind, nach allen Seiten
erweitert werde. Die Eigenschaften der erweiterten Riume sind am
besten dadurch zu kennzeichnen, dafll angegeben wird, welche Eigen-
schaften die in ihnen gelegenen Ebenen haben. Die Untersuchung
zeigt, daB in allen solchen Ebenen die Grundsitze A 1, 3, 9, 10,
18—16 giiltig bleiben. Im Ubrigen konnen sich aber die riumlichen
Verhiiltnisse in den verschiedenen méglichen Ebenen so sehr von ein-
ander unterscheiden, wie dic auf den gekriimmten Flichen. Bei
letzteren werden sie in bekannter Weise durch Angabe ihres Gauf’-
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schen Kriimmungsmafles fiir jeden Punkt gekennzeichnet. Sollen nun
die rdumlichen Verhdltnisse in irgend einem Gebiet einer unserer er-
weiterten Ebenen gekennzeichnet werden, so kann dies auch durch
Zuordnung von Zahlen zu den einzelnen Punkten geschehen. Hier-
durch wird dann angedeutet, daf an dieser Stelle der Ebene dieselben
inneren Verhdltnisse gelten, wie in demjenigen Gebiet einer krummen
Fliche, dessen Punkten dieselben Zahlen als KriimmungsmaB zuge-
ordnet sind. Diese die Malverhiltnisse innerhalb der Ebene (nicht das
Verhiltnis zu auflerhalb gelegenen Punkten) kennzeichnenden Zahlen,
von denen jedem Punkt je einer zugewiesen ist, nennt man nun auch,
- wie bei der krummen Fliche, (Riemannsches) Kriimmungsmaf der
Ebene in dem betr. Punkte. Das ist aber nicht so mifzuverstehen,
als handele es sich hier um eine in dem erweiterten Raum R;,, krumm
liegende Fliche.” Sondern die durch solche Kritmmungszahlen ge-
kennzeichnete Ebene ist durchaus in dem Sinne eine Ebene, als es
fiir zwei beliebige ihrer Punkte stets eine Verbindungsgerade gibt,
die. ganz in der Ebene liegt. So sind dann unter >Geradenc ge-
kriitmmte Linien verstanden, zumal da ja auch von geschlossenen
Geraden endlicher Linge die Rede ist ? Nein, obwohl auch jedem Punkt
einer solchen Geraden eine Zahl als >Kriimmunge zugeordnet ist.
Sie ist insofern eine Gerade, als jede kleine Strecke AB von ihr
kiirzer ist als jedes andre Stiick irgend einer Linie unsres Raumes
zwischen 4 und B; wihrend doch bei einer krummen Linie eine
Sehne stets kiirzer ist als der zugehorige Kurvenbogen.

Der dreistufige Raum ist in seinen Mafverhiltnissen dann voll-
stindig gekennzeichnet, wenn fiir jeden Punkt dieses Flichenkriim-
mungsma@ fiir drei verschiedene Flichenrichtungen gegeben ist, wir
wollen z. B. annehmen, fiir drei auf einander senkrecht stehende
Flichenrichtungen. Gelten nun fiir jeden Punkt des Raumes dieselben
drei Zahlen, so herrschen ‘auch an jeder Stelle des Raumes dieselben
Malverhiltnisse wie an jeder andern. Der Raum heit in diesem
Falle homogen. Eine jede Ebene dieses Raumes hat dann in allen
ihren Punkten gleiches Kriimmungsmal (»>Ebene konstanter Kriim-
mung<); das aber nicht fiir alle Ebenen dasselbe zu sein brauchs.
Sind andrerseits in jedem Punkte des Raumes die drei dort geltenden
Zahlen einander gleich, so sind dort alle Richtungen des Raumes
gleichartig. Der Raum heiBt in diesem Falle isotrop. Sind beide
Bedingungen erfiillt, so sind alle Punkte und alle Richtungen gleich-
artig; alle Kennzahlen dieses homogenen und isotropen Raumes
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sind einander gleich: das Kriimmungsmaf des »>Raumes konstanter
Kriimmung<«. In diesem Falle sind alle Ebenen des Raumes nicht
nur Ebenen konstanter Kriimmung, sondern auch alle untereinander
gleichartig; die Kriimmung ist fiir alle gleich, und zwar gleich der
des Raumes. (Vgl. die Ubersicht der Raumarten, S. 15).

Die Ebenen konstanter Kriimmung werden, je nachdem diese
negativ, gleich Null oder positiv ist, als hyperbolisch, parabolisch
(oder euklidisch) bezw. elliptisch bezeichnet. Die riumlichen Ver-
hiltnisse in beschrinkten Gebieten dieser Ebenen sind dieselben wie
die auf folgenden Flichen des iiblichen (euklidischen) Raumes: 1) der
sog. Pseudosphiire, einer iiberall sattelférmigen Fliche, 2) der eukli-
dischen Ebene, 3) der Kugel. In allen drei Arten von Ebenen gilt
der Kongruenzsatz (anstelle des eingeschréinkten Grundsatzes A 17):
Stimmen zwei beliebige Dreiecke in je zwei Seiten und dem von ihnen
eingeschlossenen Winkel iiberein, so auch in den beiden andern
Winkeln. Daher heifen diese Raumarten auch Kongruenzriume.
Die drei Fille unterscheiden sich durch die Winkelsumme im Dreieck,
die kleiner, gleich bezw. grifler als zwei Rechte ist; ferner durch die
Anzahl der Parallelen: es gibt in einer Ebene zu einer Geraden durch
einen Punkt mehrere, eine bezw. keine Gerade, die jene nicht schueidet.
Im ersten und zweiten Falle sind die Geraden, die Ebenen und der
ganze Raum unendlich; dagegen im elliptischen Raum sind diese drei
Gebilde zwar unbegrenzt (d.h. sie haben nirgends ein Ende), aber
von endlicher Grofle, weil in sich geschlossen; ebenso ist es bei
einer Abart des elliptischen Raumes, dem sphérischen, bei dem nicht
immer durch zwei Punkte nur eine Gerade geht; in den Teilgebieten
dieser beiden Riume gelten dieselben Verhiltnisse, sie unterscheiden
sich nur durch ihren Zusammenhang im Ganzen.

Wir haben aus den Tatsachen, die uns die Anschauung fiir ein
beschrinktes Raumgebiet liefert, mit Hilfe der Aufstellung gewisser

- Forderungen die verschiedenen Arten vollstindiger Raumgefiige ge-

funden, in deren beschrinkten Gebieten iiberall jene Anschauungs-
tatsachen zutreffen. Der Grund, warum wir nicht engere Forderungen
aufgestellt haben, durch die wir nur auf das einfachste jener erwei-
terten Gefiige, nimlich den ungekriimmten euklidischen Raum ge-
kommen wiren, wird erst bei der Erorterung des physischen Raumes
ersichtlich werden. Hier sei nur schon festgestellt, dal dies gewill
moglich wire, z. B. durch die Forderung, da8 die Grundsitze A 1—18
nicht nur in beschrinkten Teilgebieten, sondern auch im ganzen Ge-
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samtgefiige gelten sollten, und ferner A 17 und 18 nicht nur fiir be-
nachbarte Gebilde, sondern allgemein.

Das betrachtete Gefiige R.,, der dreistufige Anschauungsraum, ist
nun noch in verschiedener Weige der Verallgemeinerung fihig und
von bestimmtem Gesichtspunkt aus auch bediirftig. Die mathematische
Behandlung der verschiedenen erwihnten Unterarten des R),, deren
unvermitteltes Neben- und Auflereinanderstehen als Entweder-Oder
vom Gesichtspunkt der wissenschaftlichen Einheitlichkeit hiichst un-
befriedigend war, hat zu der Erkenntnis gefiihrt, daB es méglich ist,
ein vierstufiges Gefiige R, aufzubauen, das diese verschiedenen Arten
- des R,, als Teile enthilt, aber nicht als Teile in dem Sinne, wie der
R,, dreistufigé Raumstiicke als Teile enthilt, sondern so, wie der
R, Ebenen, Kugeln und die verschiedensten andern Flichen enthilt.
Die Anschauung allerdings vermochte ja nicht einmal den R., als
Ganzes zu erfassen, geschweige den R!,, ja von diesem nicht emma]
beschrinkte Teilgebiete. Doch da vierstufige Gebilde solcher Gebiete
aus den anschauungsgegebenen dreistufigen Gebilden mit Hilfe begriff-
licher Beziehungen aufgebaut sind, so ist doch eine der anschauungs-
migigen Erfassung verwandte Vorstellungsweise, die sich aus An-
schauungs- und Begriffsmiafigem zusammensetzt, hier méglich. In
den frither besprochener formalen Gefiigen R,, und weiterhin R,

. R,, ist schon der Rahmen gebaut, in den hier die anschauungs-
mifligen Glieder nur eingefiigt zu werden brauchen. Auf diese Weise
kénnen wir vom R, weiter hinaufsteigen zum R, usw. und schlieGlich
zum R, , dem Anschauungsraum mit beliebig vielen Abmessungen.
Anschaunungsraum soll auch dieses Gefiige noch heiBen, trotz der Un-
moglichkeit, seine Gebilde, soweit sie selbst mehr als drei Abmessungen
haben, in der Anschauung zu erfassen, weil erstens auch alle An-
schauungsgebilde, die wir im R,, kennen, im R!, vorkommen, und
zweitens auch jene hoherstufigen Gebilde aus anschauungsgegebenen
Gliedern zusammengefiigt sind.

Dieser Aufstieg zu hoherstufigen Riumen ist der eine Weg zur -

Verallgemeinerung des R;, und damit Vereinigung seiner verschie-
denen Unterarten. Der andre Weg bleibt bei dreistufigen Gefiigen
stehen, geht aber dadurch zu iibergeordneten Gattungen weiter, dafl
nur diejenigen rdumlichen Eigenschaften ins Auge gefalit werden, die
nicht anof den MaBverhiltnissen beruhen. Gerade in den letzteren,
ausgesprochen durch die Grundsitze A 13—I18, unterscheiden sich
die Unterarten des R;,. Ein riumliches Gefiige, das auf den Grund-
begriffen Punkt, Gerade und Ebene und ihren Beziehungen des Auf-
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einanderliegens aufgebaut ist, ohne die Beziehungen der Strecken-
und Winkelgleichheit zu verwenden, 1aBt sich daher so gestalten, daf
jene Unterschiede hier wegfallen. Ein solches Gefiige heiit pro-
jektiver Raum R],. Dasihm entsprechende formale Gefiige R,, ist
schon erwihnt und durch mehrere Beispiele verdeutlicht worden, von
denen das dritte gerade die Anwendung auf diesen R!, darstellte (S. 18).
Ein noch allgemeineres Gefiige ist der R;,, der topologische An-
schanungsraum. Bei seinem Aufbau wird auch auf die Grundbegriffe
Gerade und Ebene verzichtet und aufler dem Punkt nur die allge-
meineren Begriffe Linie und Fliche verwendet und ihre Beziehungen
des Aufeinanderliegens und ihre Zusammenhangsverhiltnisse unter-
sucht.

In derselben Weise, wie hier der dreistufige metrische Raum
R, zum R, und dann R}, verallgemeinert worden ist, 148t sich auch
der metrische Raum mit beliebig vielen Abmessungen R, zum pro-
jektiven R, und topologischen R, verallgemeinern. Auch dies ge-
schieht durch bloBes Einsetzen der anschauungsmifigen Raumgebilde
in die entsprechenden formalen Gefiige R,, und R,. Wie der R,
das allgemeinste Gefiige formaler Ordnungsheziehungen, so stellt der
R,, das allgemeinste aus anschauungsmigigen Gliedern gebaute Ge-
fiige dar, den umfassendsten Anschauungsraum, der alle
andern moglichen Anschauungsraume teils als Teile, teils als Be-
sonderungen (Spezialisierungen) durch weitere Grundgebilde und -be-
ziehungen in sich trigt. (S. die Ubersicht S. 15).



Ill. Der physische Raum.

Bei den uns durch die Erfahrung gegebenen Vorgingen, der
>Nature, stellen wir aufler Beziehungen andrer Art auch solche fest,
die in tiblicher Sprache riumlich genannt werden: die Beziehungen
vor, innerhalb, zwischen, nahe, entfernt usw. Diese Beziehungen
sollen hier physisch-riumlich heien. Die Lehre vom physischen
Raum hat also die Aufgabe, festzustellen, welche dieser Beziehungen
fir die bestimmten, in der Erfahrung vorliegenden Dinge gelten.
Die Moglichkeiten der Losung dieser Aufgabe sollen hier untersucht
- werden.

Es ist seit jeher darauf hingewiesen und neuerdings auch in
mathematischen Untersuchungen hdufig beriicksichtigt worden, daB
die riumlichen Gebilde, deren Namen wir zur Bezeichnung der phy-
sisch-raumlichen Beziehungen anzuwenden pflegen, z. B. die Gerade,
der Kreis, der rechte Winkel, sich in der Natur gar nicht finden,
und wenn sie vorhanden wiren, nicht mit voller Genauigkeit fest-
gestellt werden konnten. Da nun im Folgenden von einer andern
Unmdiglichkeit, gewisse physisch-rdumliche Verhaltnisse festzustellen,
die Rede sein soll, so konnte die Verwechslung entstehen, als meinten
wir jene Unmdglichkeit, die teils auf der unregelmifigen Gestalt der
Naturkorper, teils auf der notwendig beschrinkten Genanigkeit unsrer
technischen Hilfsmittel beruht. Um diese Verwechslung zu vermeiden,
machen wir die erdichtete Annahme, der Fehler, der der Herstellung
regelmiaflig begrenzter Kirper (z. B. einer geraden Kante) bezw. der
Messung anhaftet, konne nach Belieben auf jedes vorgeschriebene
MagB -herabgedriickt werden. Da die folgende Untersuchung zeigen
soll, wie wenig man iiber die physisch-riumlichen Verhiltnisse auf
Grund der Beobachtung auszusagen vermag, so kann diese Annahme
nicht zu falschen Folgerungen filhren. Wir werden also auch einfach
von >Punkten< im physischen Raume sprechen, ohne dabei zu beriick-
sichtigen, daB jede irgendwie bezeichnete oder auch nur kenntliche
Stelle im physischen Raum eine wenn auch noch so kleine, von:

.
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der Genauigkeit unsrer Beobachtungsmittel abhingige Ausdehnung
haben musf. .

Auch die Schwierigkeit, daf die Gebilde des physischen Raumes
als stetig behandelt werden, wihrend die Physik den unstetigen Auf-
bau der Korper aus getrennten Teilen lehrt, sei hier nicht erortert,
da sie die Lehre vom physischen Raum nach unsrer bisherigen
Kenntnis nicht wesentlich beeinfluft. DaB dies jedoch in Zukunft
einmal stattfinden konnte, darf nicht als unméglich erklirt werden.

Zuerst sei untersucht, ob und wie eine Gerade im physi-
schen Raum feststellbar ist. Es werde z. B. die Kante eines
Korpers vor uns hingestellt oder ein Lichtstrahl aufgewiesen (z. B.
durch einige verschiedene Stellen, an denen auf einem beweglichen
Schirm die Ecke eines Schattens aufgefangen wird) oder auch nur
drei oder mehr Punkte gezeigt; und die Frage lautet: sind diese
Linien gerade bezw. liegen die drei Punkte auf einer Geraden? Die
Feststellung pflegt dadurch zu geschehen, dal man entweder an der
zu priffenden ‘Lirie »>entlangsieht< oder ein Lineal daranhalt oder
dergl. Es wird also entweder vom Lichtstrahl oder von der Lineal-
kante schcia vorausgesetzt, daB sie gerade sind. Damit ist offenbar
die Frage nicht geldst, sondern nur zuriickgeschoben; denn nun ist
weiter zu fragen: woher ist bekannt, dal diese Vergleichslinien,
Lichtstrahl und Linealkante, zu denen auch noch der Faden eines
ruhenden Fadenpendels u. a. m. zu zdhlen wiren, gerade sind? Es
ist grundsiitzlich unméglich, dies festzustellen, wenn man sich nur an
das hdlt, was eindeutig aus der Erfahrung hervorgeht, ohne frei-
gewihlte Festsetzungen iiber Erfahrungsgegenstinde zu treffen. Solche
Festsetzungen, die forderungsmiBig aufgestellt werden, ohne dall sie
jemals durch Erfahrung bestitigt oder widerlegt werden konnten,
und die die Moglichkeit geben sollen, die physischen Linien daraufhin
zu priifen, ob sie-gerade sind oder nicht (genauer: ob sie als gerade
gelten sollen oder nicht), kionnen von zweierlei Art sein. Entweder
es wird unmittelbar festgesetzt, dall eine Klasse von Linien, die durch
irgendwelche bestimmten Naturgegenstinde oder -vorginge dargestellt
werden, als gerade gelten soll; dies heifle eine >Geradensetzunge.
Die Bedingungen, denen jene Klasse von Linien hierfiir geniigen muf,
seien hier nicht erdrtert, da dieser Fall der weniger wichtige ist.

Der zweite Weg besteht in der »MaBsetzungec. Ungenau aus-
gedriickt: es wird ein Korper bestimmt, der als starr gelten soll;
genau: es wird ein bestimmter Kérper und auf ihm zwei bestimmte
Punkte gewihlt und sodann festgesetzt, welche MaBzahl dem Abstand
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dieser Punkte unter den jeweiligen Umstéinden (Temperatur, Ort, Rich-
tung, Druck, elektrische Ladung usw.) zugeordnet sein soll. Beispiel
einer MaBsetzung: es wird festgesetzt, dall die beiden Marken auf dem
Pariser Normalmeterstab eine Strecke von 100.f7(T; ¢, 4, k;...) cm
darstellen; oder: von so und sovielen Full oder Yard usw.; m. a. W.:
es mufl auch eine Einheit gewihlt werden; darum geht es uns hier
aber nicht, sondern nur um die Festsetzung des Korpers selbst und
der Funktion £(Z7,...).

Die Priifung einer physischen Linie auf Geradheit hin ist nun
auf Grund einer solchen Mafsetzung in sehr verschiedener Weise
- moglich. Z. B. kann durch Ausmessung mit Hilfe des festgesetzten
Magkérpers untersucht werden, ob das zu priifende Linienstiick kiirzer
ist als alle andern Verbindungslinien seiner Endpunkte. Oder man
stellt mit Hilfe des Malkorpers fest, daf zwei andre Kérper starr
sind, d. h. daB alle Abstinde zwischen je zwei Punkten ihrer Ober-
fiiche gleich bleiben (es brauchen hierfiir aber nicht alle, sondern
nur. eine bestimmte Anzahl der Abstinde gepriift zu werden). Wenn
dann drei oder mehr Punkte des einen ebensoviele Punkte des andern
berithren, und der eine laBt sich inbezug auf den andern so bewegen,
daB alle diese Berithrungen erhalten bleiben, so liegen alle diese
Punkte auf einer Geraden. Ferner sind Ausmessung in einem Koor-
dinatensystem und noch andre Verfahren mdglich.

Es scheint der Einwand nahe zu liegen, daf eine solche MagB-

setzung gar bicht frei wihlbar sei, sondern auf Erfahrungstatsachen
beruhe. ,.Es ist doch aus Erfahrung bekannt, dag z. B. ein Eisenstab
bei Erwirmung um 1° (um hier nur diesen wichtigsten Einflul za
beriicksichtigen) um 0,000011 seiner Linge zunimmt. Daraus ist zu
entnehmen, daf zwei auf ihm bestimmte Punkte, deren Abstand bei
der Temperatur 7, « Einheiten betrigt, bei seiner jeweiligen Tem-
peratur T stets den Abstand a(1+ 0,000011 (T— T,)) haben. Wenn
ich andre Korper aus Eisen oder andern Stoffen nehme und die ent-
sprechenden Ausdehnungszahlen einsetze, so kann ich alle diese Mag-
setzungen als gleichbedeutend ansehen, denn von ihnen ausgehend
komme ich ja imwer zu der gleichen MaBzahl fiir irgend eine phy-
sische Strecke. Diese gleichwertigen Malsetzungen seien deshalb nur
ds eine gezihlt und mit M, bezeichnet. Wo bleibt nun die freie
Wihlbarkeit; wo sind die andern moglichen MaGsetzungen, durch die
man zu andern Messungsergebnissen als jenen physikalisch iiblichen
gefiihrt wird, ohne doch in Widerspruch zu bestimmten Erfahrungs-
tatsachen zu geraten?
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Zunichst ist daran zu erinnern, da8 eine andre MaBsetzung iiblich
war, als man den Einflul der Erwdrmung auf die MaBstibe noch
nicht zu beriicksichtigen pflegte. Da lautete die Mafsetzung (M,):
als dauernd gleich gilt der Abstand dieser beiden Marken auf diesem
Eisenstab 4, (also unabhingig von der Temperatur). Man machte
dann die Erfahrung der Wirmeausdehnung, d. h. man fand, daB der
Abstand zweier Punkte eines andern Korpers B, an dem man keinerlei
sonstige Verinderung bemerkte, sich bei verschiedenen Messungen
als nicht gleich ergab, ndmlich immer dann als kiirzer, wenn der
Magstab 4 warm war. Es wire trotzdem moglich gewesen, die MaG-
setzung M, beizubehalten, indem man das Ergebnis so ausdriickte:
die markierte Strecke auf dem XKorper B verindert mit der Zeit
ihre Linge, auch wenn alle bekannten ZustandsgroBen von B selbst
{Temperatur, chemische Zusammensetzung, elektrische Ladung usw.)
unverdndert bleiben, wenn nur ihr Temperaturabstand von A sich
indert; also eine Fernwirkung, grundsitzlich nicht widersinniger, als
die elektrostatische und die der Schwerkraft, mit denen man sich
auch lange zufrieden gegeben hat. Aber es war doch ein wichtiger
Grund dafiir vorhanden, die Mallsetzung 3f, nicht heizubehalten,
sondern statt dessen M,, die die Temperaturabhingigkeit enthilt,
aufzustellen. Alle Erfahrungstatsachen wiren zwar auch mit der
Magsetzung M, zu bewiltigen gewesen, d. h. in Gestalt von Natur-
gesetzen ohne gegenseitige Widerspriiche darzustellen; aber diese
Naturgesetze hitten eine sehr viel weniger einfache Gestalt ange-
nommen, als es die iiblichen der Wérmeausdehnung sind, durch die
auf Grund von M, die Tatsachen dargestellt werden. Um die Mal-
setzung zu finden, die zu der einfacheren Form der Naturgesetze
fithrt, braucht nicht in jedem solchen Falle die ganze Reihe der
moglichen Mafisetzungen versuchsweise aufgestellt und daraus die
Naturgesetze entwickelt zu werden. Sondern die Auswahl geschieht
hdufig gewissermafen instinktmifig, in vielen Fillen aber, und dahin
geht stets das Streben, bewufit nach Grundsitzen des wissenschaft-
lichen Verfahrens. Diese Grundsitze selbst allerdings sind noch
kaum in eine fiir die verschiedenen Fille giiltige Form gebracht
worden, sondern sind, auch wo die Auswahl der Ma8- oder andern
Setzung bewuflt geschieht, meist stillschweigend in der Begriindung
enthalten. In unserm Beispiel liegt die Sache so: Bei der Messung
verschiedener Kérper B, die im Temperaturgleichgewicht sind, mit
dem erwirmten Mafistab A zeigt sich, noch bevor man iiberhaupt
daran denken kann, jene Wirkung in ein Naturgesetz zusammen-
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zufassen, der auffillige Umstand, daB nicht nur bei allen Kérpern B
jene Fernwirkung eintritt, sondern dafl sie sogar zahlenmiBig bei
allen die gleiche ist, gleichgiiltic aus welchem Stoff sie bestehen.
Hier kommt folgender Grundsatz des wissenschaftlichen Verfahrens
zur Geltung: Zeigen inbezug auf einen Vergleichskorper die andern
Korper bei aller sonstigen Verschiedenheit in irgend einer Beziehung
ein zahlenmiBig gleiches Verhalten, so ist zur Vereinfachung der
gesetzmiBigen Darstellung zu versuchen, diese Ubereinstimmung als
nur Scheinbar hinzustellen, dadurch daBf dem Vergleichskorper das
entgegengesetzte Verhalten beigelegt wird. Dieser Grundsatz, ein
. Sonderfall des Machschen Grundsatzes der wissenschaftlichen Spar-
samkeit, ist es, der den Auffassungen der Erddrehung, der Erdbewe-
gung um die Sonne, der Bewegung der Sonne inbezug auf die Fix-
sterne gegeniiber den #lteren, entgegengesetzten Auffassungen den
Vorzug gibt. Derselbe Grundsatz in andrer Wendung hat auch,
angesichts der Tatsache der gleichen Fallbeschleunigung fiir alle
Korper, zum Einsteinschen Aquivalenzprinzip der Schwerkraft gefiihrt.
Dieser Grundsatz nun veranlalt uns, die MaBsetzung M, der M, vor-
zuziehen. Aber, und darauf liegt hier unser Augenmerk, die Er-
fahrungstatsachen kénnen uns nicht dazu zwingen. In diesem Sinne
ist die Wahl der MaBsetzung frei und unabhingig von der Erfahrung;
nicht aber ist die Wahl willkiirlich, sondern sie wird durch Grund-
sitze dhnlich dem angefiihrten geleitet und kann dabei die Ei-
. fahrungstatsachen beriicksichtigen.

Wichtig fiir unsere Untersuchung ist die Frage, innerhalb welcher
Grenzen die Wahl der Mafsetzung itberhaupt mdglich ist, abgesehen
von der Frage, welche bei den besonderen vorliegenden Erfahrungs-
tatsachen die zweckmifigste sei; es wird also nur verlangt, dafl die
MaBsetzung zu einer in sich widerspruchsfreien Darstellung fiihrt.
Bei niherer Betrachtung (die hier nicht durchgefiihrt werden kann)
ergibt sich, daf die Malsetzung irgend zwei Punkte auf der Ober-
fliche eines beliebigen Naturkorpers wahlen darf, mag dieser nach
iiblicher Betrachtungsweise auch beliebige Gestaltverinderungen er-
leiden, falls nur die Bedingung erfiillt ist, daB die beiden Punkte
sich nie berithren.

Nehmen wir z. B. einen Gummikérper C, der vielfach seine Ge-
stalt wechseln mag, wobei aber die beiden Malpunkte auf ihm sich
nie berithren sollen. Ist nun die Mafsetzung (J4,): >Diese beiden
Punkte auf ¢ haben immer den gleichen Abstand¢ mit keiner Er-
fahrungstatsache im Widerspruch? Gewill nicht. Zwar werden die
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auf Grund von B, angestellten Messungen sehr merkwiirdige Ergeb-
nisse liefern; alle andern Korper werden gewaltige Gestaltverin-
derungen erleiden, die mit den #iblichen Naturgesetzen nicht in Ein-
klang zu bringen sind, sondern andre erfordern. Sind diese Gestalt-
verdnderungen dann stets in einen gesetzmifligen Zusammenhang zu
bringen, oder werden etwa solche auftreten, die dem Grundsatz
>unter gleichen Umstinden geschieht Gleiches< widersprechen? Das
kann nicht vorkommen. Denn dieser Grundsatz ist ja erfiillt, wenn
M, als MaBsetzung gilt (d. h. in der gewGhnlichen Physik); hier wird

. also nach jenem Grundsatz der Abstand der beiden Mafipunkte auf C

gsich nur dann &andern, wenn irgendwelche andern Umstinde sich
indern, die dann Ursache jener Abstandsinderung auf C genannt
werden. Gilt nun M,, wird also der Punktabstand auf C als unver-
dnderlich aufgefafit, so erleiden die andern Kérper, soweit sie inbezug
auf M, als starr gelten, gerade dann und nur dann Gestalténdefungen,
wenn jene Umstdnde eintreten. Diese werden jetzt als Ursache der
Anderung der andern Kérper aufgefaBt. Ursachlose Verinderung
kommt also auch bei Geltung von M, nicht vor. Aber wie konnen
die erheblichen »>tatsichlichen< Gestaltverinderungen von C geleugnet
werden? Sie sind nicht >tatsichlichc, wenn sie nicht feststellbar sind.
Und sie sind feststellbar nur durch Abmessen mit einem andern
Korper, etwa einem eisernen Malstab D. Diesen konnen wir aber
nur dann als zur Messung tauglich ansehen, wenn wir in einer frei
gewihlten Mafisetzung den Abstand der beiden Malpunkte auf D als
unveridnderlich erkliren; die Tatsacher zwingen uns, wie wir gesehen
haben, nicht hierzu; sie widersprechen also auch nicht, wenn I} auf
Grund von M, als nicht starr erklirt wird.

Wir fassen das Ergebnis der bisherigen Uberlegung zusammen.
Die Frage, ob drei oder mehr gegebene physische Punkte in gerader
Linie liegen, ist aus den Erfahrungstatsachen allein ohne eine gewisse
Festsetzung, deren Wahl uns freisteht, nicht zu lésen und daber chne
Bezug auf eine solche Festsetzung sinnlos. Die hier erforderliche
Festsetzung geschieht entweder durch Geradensetzung oder durch
MaBsetzung. Im letzteren Falle wird der Abstand zweier beliebiger
physischer Punkte, die sich aber nie beriihren diirfen, irgend einer Zu-
standsfunktion gleichgesetzt. Die Malsetzung liefert mehr als die Gera-
densetzung: nicht nur das Mittel zur Entscheidung iiber Geradheit von
physischen Linienstrecken, sondern auch iiber ihre GrifSenverhiltnisse.

Dieses Ergebnis setzt uns in den Stand, die Bedingungen zur
Aufstellung physisch-riumlicher Gefiige zu erkennen. Im R!, hatten
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wir ein Gefiige des Anschauungsraumes, das ohne die Begriffe der
Geraden und der Streckengleichheit aufgebaut war. Das ihm ent-
sprechende Gefiige R,;, den (dreistufigen) topologischen, physischen
Raum, konnen wir demnach aufbauen, ohne iiber Geradheit und
GréBenverhiltnisse der physischen Linien entscheiden zu miissen, also
ohne Geradensetzung und Malsetzung. Die einzigen Beziehungen,
die zur Einordnung der erfahrungsgegebenen physisch-riumlichen Ge-
bilde in ein solches Gefiige erforderlich sind, sind die Beziehungen
des Ineinanderliegens (Inzidenz) von Punkten, Linien, Flichen, Raum-
stiicken. Diese Beziehungen fiir physisch-raumliche Gebilde kinnen
ohne Ubereinkunft iiber irgend eine gewihlte Festsetzung der Er-
fahrung entnommen werden.

Da keine bisherige Erfahrung uns notigt, ein hoheres als drei-
stufiges Gefiige zu wihlen, so bleibe der R, hier auBer Betracht.
Dal es keine physischen Raumgebilde von mehr als drei Abmessungen
gibt, ist aber keine unbedingte Gewilheit, sondern nur Erfahrungs-
wahrscheinlichkeit. Noch viel weniger ist die Dreistufigkeit etwa
. Bedingung zur Moglichkeit eines Erfahrungsgegenstandes iiberhaupt.
Denn es kann leicht angegeben werden, welche (grundsitzlich denk-
~ baren, nur bisher nicht vorgekommeren) Erfahrungstatsachen vorliegen
miilten, damit wir sie als Gebilde von vier Abmessungen auffassen
wiirden.

Wir sahen, da8 nur der topologische Raum (worunter wir
Jetzt immer den dreistufigen R;, verstehen wollen) das in der Er-
fahrung Vorliegende eindeutig wiedergibt. Dagegen ist schon der
projektive Raum R;, nicht eindeutig, da wir zu seinem Aufbau eine
Geradensetzung wihlen und aufstellen miissen, wozu verschiedene
Maglichkeiten vorliegen. Und noch weniger sind wir fiir den Aufbau
eines metrischen Raumgeéfiiges R;, eingeschrinkt; hier gibt es un-
endlich viele verschiedene Arten. Von welcher Art das aufgebaute
Gefiige wird, ist von der MafBsetzung, die wir wihlen, abhingig.

Dieser Zusammenhang zwischen der freigewihlten MaBsetzung
und dem sich daraus ergebenden physischen Raumgefiige bildet einen
Kernpunkt der ganzen Frage und bedarf noch eingehender Erirterung.
Dazu miissen wir eine wichtige Unterscheidung einfiihren. Es han-
delt sich um die Zerlegung des in der fertigen Erfahrung Vorliegenden
in zwei Bestandteile, die zwei verschiedenen Quellen entspringen.
Die beabsichtigte Zerlegung ist der in Stoff und Form der Erfahrung
verwandt, aber nicht gleich. Denn die letztere Zerlegung teilt nicht
den Bestand der fertigen Erfahrung in zwei Teile, sondern benennt
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zwei Teilkrifte (Komponenten, Faktoren), durch deren Zusammen-
wirken jedes Einzelglied der fertigen Erfahrung iiberhaupt erst mog-
lich ist; eine Einzelaufweisung ist nicht moglich: ungeformter Stoff
ist nicht aufzeigbar, sondern eine bloSe Denkabspaltung. Wir wollen
anstatt dessen den Schnitt innerhalb des Gebietes der Form machen
zwischen notwendiger und wahlfreier Form. Der zwar nicht un-
geformte, aber nur in der notwendigen Form erscheinende Stoff heife
>Tatbestand« der Erfahrung. Dieser kann noch einer weiteren
Formung in wahlbestimmter Form unterworfen werden. Um eine
Erfahrungsaussage daraufhin zu priifen, ob sie eine Tatbestandsaus-
sage ist oder nicht, und in letzterem Falle, was in ihr den Tatbestand
betrifft und was von der wahlbestimmten Form abhingt, ist zu unter-
suchen, ob die Erfahrungsaussage fir alle mdglichen Formungen,
hier fiir unsre Untersuchung: fiir alle moglichen Arten von Raum-
gefiigen, giiltig bleibt. Mathematisch ausgedriickt ist dies dann der
Fall, wenn der Inhalt der Erfahrungsaussage unverinderlich (invariant)
ist gegenitber -ein-eindeutigen, stetigen Raumumbildungen (Transfor-
mationen). Dies trifft nun zu fiir alle topologischen Aussagen
und nur fiir diese, d. h. fiir die Aussagen iiber Ineinanderliegen
und Zusammenhang der Raumgebilde, und damit fiir alle Aus-
sagen inbezug auf den topologischen physischen Raum R;, und nur
inbezug auf diesen. Dagegen sind alle Aussagen inbezug auf
R;’;, und R, nicht unverdnderlich gegeniiber jenen Raumumbildungen,
gelten also nicht fiir alle moglichen Formungen, die sich aus den
verschiedenen Mafsetzungen ergeben. Sie sind deshalb keine reinen
Tatbestandsaussagen, sondern von wahlbestimmter Form abhingig.
Und zwar gehort alles das nicht zum Tatbestand, was den Begriff
der Geraden und der Ebene fiir den R;,, und fiir den R;, dazu noch
die Begriffe der Strecken- und Winkelgleichheit enthdlt. Tatbestands-
aussagen sind z. B.: »>dieser Porzellankorper wird von diesem Glas-
kérper allseitig umgeben< oder »die Berithrungsfliche dieses Korpers
(Tisch) mit diesem Korper (Fullboden) besteht aus drei getrennten
Teilen<; denn sie bleiben immer giiltig, nach was fiir einer Mag-
setzung man auch die Korper ausmessen mag. Dagegen ist die Er-

‘ fahrungsaussage >diese beiden Punkte dieses Korpers haben den

gleichen Abstand wie jene beiden sie jetzt nicht berithrenden eines
andern Korpers« keine Tatbestandsaussage, sondern von wahlbe-
stimmter Form abhingig; wiirde ich etwa die MaQsetzungen unsrer
fritheren Beispiele (M,, 31,, M,) verwenden, so brauchte die Aussage
gewill nicht immer giiltig zu bleiben; sie bezieht sich nur auf eine
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bestimmte Gruppe von Mafsetzungen und damit auf bestimmte Unter-
arten des Rj,.

Der Begriff des Tatbestandes, als des Gesamtinhaltes solcher
Tatbestandsaussagen, ermdglicht es, genauer zu erkennen, wie sich
aus der Wahl einer Mafisetzung ein bestimmter metri-
scher Naturraum, eine bestimmte Unterart des R, ergibt. Diese
Gefiige R;, sind, wenn auch der R}, den Vorzug vor ihnen hat, sich
aus dem Tatbestand eindeutig zu ergeben, doch unvergleichlich viel
wichtiger fiir Naturwissenschaft und Leben, weil es hier auf Messung
ankommt.

. Wir wihlen also eine MaBsetzung, z. B.: >Diese beiden Punkte
4 und B auf diesem Stiick Eisen sollen als Malpunkte geltenc.
Damit ist gesagt, daB der Abstand der Punkte als dauernd gleich
aufgefafit werden soll und daher als Mafstab dienen kann. Die
Griinde zur Wahl gerade dieses Kirpers und der beiden Punkte A
und B sind hier nicht von Belang; sie werden spiter erortert werden;
hier ist nur das Ergebnis unsrer fritheren Uberlegung wichtig, dag
die Aufstellung dieser MafBsetzung nie zu Widerspriichen mit der
Erfahrung fithren kann; wir konnen uns jetzt genauer ausdriicken:
mit dem Tatbestand der Erfahrung. Wir stellen jetzt Versuche an,
die uns lehren sollen, welcher Art dasjenige physisch-riumliche Ge-
fiige R,, ist, das mit der gewihlten Mafisetzung und dem Tatbestand
der Erfahrung vereinbar ist. Dabei achten wir darauf, daf wir ja
keine anderen Voraussetzungen benutzen, als die genannte Mafsetzung
und von der Erfahrung nur die Tatbestandsaussagen, also insbesondere
nicht unvermerkt ein Wissen um euklidische Geometrie hineinbringen.

Das Verfahren der Versuche, die wir anstellen wollen, ist grob
und umsténdlich; die Lehrsitze der Geometrie des R;, (die fiir alle
seine Unterarten gelten und daher hier angewandt werden diirfen,
ohne dadurch eine bestimmte Unterart, etwa die euklidische, schon
vorausgesetzt zu haben) kOnnten uns einfachere Verfahren zur Be-
stimmung des R;, liefern; wir legen hier aber griferen Wert auf
die Durchsichtigkeit als auf die Sparsamkeit des Verfahrens und
wihlen deshalb eines, das eins der friiher angegebenen unterschei-
denden Merkmale der Unterarten von R, benutzt, namlich die
Winkelsumme im ebenen Dreieck. )

Um bei der Anstellung der Versuche einer Mehrdeutigkeit zu
entgehen, ist noch der folgende wichtige Umstand zu beachten. Was
wir hier als physischen Raum R’ bezeichnen, ist selbst nicht die
Form rdumlichen Geschehens, sondern vielmehr nur eine dreistufige
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Projektion dieser Form, ndmlich der vierstufigen Raum-Zeit-Mannig-
faltigkeit. Nun konnen aus letzterer in verschiedener Weise drei-
stufige Projektionen gebildet werden durch Wahl von drei Achsen-
richtungen. Unter bestinmten Bedingungen (wenn ndmlich keine
der drei Achsen in den Minkowskischen >Vor- und Nachkegel< fillt)
ist eine solche Projektion als Raum aufzufassen. So sind mehrere
Raumgefiige moglich, die verschiedenen Bestimmungen der Gleich-
zeitigkeit zweier Ereignisse an verschiedenen Punkten entsprechen.
Von dieser Mehrdeutigkeit kénnen wir uns aber frei machen, wenn
wir uns die Beschrinkung auf solche Raumverhiltnisse auferlegen,
die von der Bestimmung der Gleichzeitigkeit unabhingig sind. Das
geschieht dadurch, daf wir bei den folgenden Messungsversuchen die
Lage zweier riumlicher Gebilde zu einander nur bei gegenseitiger
Ruhe feststellen. Soll z. B. die >gleichzeitige« Berithrung der Punkte
A, B, C eines Korpers mit je einem der Punkte A', B',’C" eines
andern Korpers festgestellt werden, so darf dies nicht bei nur augen-
blicksweiser Beriihrung geschehen, sondern ist so vorzunehmen: ein
Beobachter begibt sich (gleichgiiltig, mit welcher Geschwindigkeit)
von A iiber B, C, 4, B nach C; drei andre Beobachter bleiben in
A, B bezw. C, und jeder von ihnen stellt fest, dal die Berithrung
mit dem entsprechenden Punkt A’, B’ bezw. C' dauernd erhalten
bleibt zwischen den beiden Zeitpunkten, in denen der erste Beob-
achter an ihm vorbeikommt. Damit ist fiir alle Moglichkeiten der
Gleichzeitigkeitsbestimmung ein gleichzeitiges Stattfinden der drei
Berithrungen 44', BB', CC' nachgewiesen. Da andre Feststellungen
als solche iiber Punktberithrungen bei den folgenden Versuchen nicht
vorkommen, so haben wir uns durch diese VorsichtsmaGregel fiir die
Feststellungen der Eigenschaften des physischen Raumes von der
sonst unumgénglich ‘erforderlichen Riicksicht auf die Zeitbestimmung
freigemacht.

Wir beginnen jetzt die Messungen mit Hilfe des in der MaB-
setzung bestimmten Eisenkorpers, der die beiden MaBpunkte 4, B
trigt. Wir haben ein’ (physisches) Flichenstiick f/, etwa die obere
Fliche einer Tischplatte, gefunden oder hergestellt, das folgende
Bedingungen 1—5 erfiillt. _

1) 4 und B, sowie zwei andre Punkte C und D des KEisen-
korpers lassen sich stets zur gleichzeitigen Deckung bringen mit den
vier Punkten 4,, B,, C,, D, auf /. Durch wiederholte Versuche zeigt
sich: so oft die drei Punkte 4, B, C oder 4, C, ) oder B, C, D
sich mit den ihnen entsprechenden decken, ist stets auch das vierte
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Punktpaar in Berithrung. Ferner lassen sich 4 und B stets in gleich-
zeitige Deckung mit B, und C, bringen; ebenso auch mit C, und D,,
und auch mit D, und B,. Wir wollen nun eine Punktmenge, ein

Linien-, ein Flichenstiick oder einen Korper »starr< inbezug auf

eine bestimmte Mafsetzung nennen, wenn inbezug auf sie der
Abstand je zweier Punkte der Menge dauernd gleich bleibt. Nach
dieser Begriffshestimmung ist also zundchst, wenn wir jetzt immer
unsre Mafsetzung (4, B) voraussetzen, das Punktpaar 4, B starr;
ferner nach dem Versuch auch die mit diesem stets zur Deckung
zu bringenden Paare A4,, B,; B, C,; C, D,; D,, B,. Daraus folgt
wiederum nach dem ersten Versuch die Starrheit des Punktpaares
C, D; und weiterhin die der vier Punkte 4, B,, C,, D, und danach
auch der Punkte A4, B, C, D.

2) Wir bringen 4, B, C, D mit vier andern Punkten 4,, B,, C,, D,
auf f zur Deckung; die wiederholten Versuche zeigen auch hier das
gleiche Ergebnis. Also sind auch 4,, B,, C,, D, starr. So finden
wir weiter bei allen Punktmengen von je vier Punkten 4,, B,, C,, D,
auf f, ‘die mit 4, B, C, D zur Deckung gebracht werden konnen,
und mit denen wir die gleichen Versuche anstellen wie mit 4,, B, C,, D,,
dasselbe Verhalten. Es findet sich kein solcher Punktvierer, der
nicht als starr befunden wiirde. Die ganze Fliche [ ist demnach
starr. Dies Verhalten wird wihrend der folgenden Versuche zwischen-
durch immer wieder nachgepriift und dauernd bestitigt gefunden.

3) Wahrend nach dem ersten Versuch die Berithrungen je dreier
der vier Punktpaare 44, BB, CC,, DD, stets die des vierten mit
sich fiihrten, falls dies vierte nicht das Paar CC, war, trifft das in
diesem letzteren Falle nicht zu: wir beobachten, dal 4, B, D die
entsprechenden Punkte beriihren, C aber zwar anfangs, dann jedoch
nicht mehr, wihrend noch jene drei Beriihrungen erhalten geblieben
sind. Die beiden starren Punktmengen 4, B, C,D und 4,, B, C,, D,
haben sich also inbezug auf einander bewegt, wobei drei Punktpaare
in Beriihrung geblieben sind. Dies ist das Kennzeichen der physi-
schen Geraden; auf einer solchen liegen demnach 4, B, D, und
ebenso 4,, B, D, :

4) Wir bringen 4 mit 4, zur Beriihrung, und gleichzeitig B nach-
einander mit verschiedenen dann noch méglichen Punkten B], By, ...
Dann kommt es nie vor, daf nicht auch D) mit einem Punkt von f
in Berithrung ist; diese Punkte seien D) D;,... Dann liegen
4,, B), D} auf einer Geraden, ebenso 4,, B}, D] usw.
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5) Diesen gleichen Versuch stellen wir, wie in 4,, so auch in
A,, A, usw. an, und beobachten in jedem beliebigen Punkt von f das
gleiche Verhalten. Daraus schliefen wir, daB die Fliche f in jedem
Punkt in allen Richtungen gerade Strecken trigt. Also ist f eben.

Nun wollen wir die rdumlichen Verhéltnisse in dieser physischen
Ebene untersuchen. Als Priifmittel verwenden wir die Winkelsumme
im Dreieck. Mit ihr héngen, wie schon erwihnt, die die Mafiverhilt-

nisse in der Ebene kennzeichnenden Zahlen (Kriitmmungsmafle) in

gesetzmifiger Weise zusammen. Je nachdem an einer Stelle der

" Ebene das KriitmmungsmaB gleich, kleiner oder gréfer als Null ist,

ist dort die Winkelsumme eines (kleinen) Dreiecks gleich, kleiner
oder grofer als 180°¢ also ein Winkel eines gleichseitigen Dreiecks
gleich, kleiner oder grofier als 60° Sechs um einen Punkt herum-
liegende gleichseitige Dreiecke schliefien sich also in den drei Fillen
bezw. gerade aneinander oder lassen einen Winkel frei oder iiber-
decken sich teilweise. - Wir suchen deshalb auf f um A4, herum sieben
Punkte B, B,, B,, B,, B,, B,, B, derart auf, daB AB nacheinander
mit 4,, B,, mit 4, B,,... und mit 4,, B, zur Deckung gebracht
werden kann; ferner auch mit B,, B,, mit B,, B, ... und mit B,, B,.
Dann sehen wir zu, ob B, mit B, zusammenfillt oder nicht; im ersten
Falle hat die Ebene f an der Stelle 4, die Kriimmung Null, im
zweiten ein positives oder negatives Kriimmungsmafl (man sagt dann
auch kurz: sie ist hier gekriimmt; dabei gelten aber wieder die
friiheren Bemerkungen iiber die Bedeutung dieser itbertragenen Aus-

~ driicke, vgl. S. 28).

Um nicht nur das Bestehen der Kriimmung, sondern auch ihre
Mafzahl feststellen zu konnen, miissen wir aus unsrer Malsetzung
ein Verfahren zur Messung von Strecken ableiten. Wir stellen
zu diesem Zwecke einen Korper her, auf dessen Oberfliche ein ein-
fach zusammenhingendes Linienstiick ¢ sich durch folgende Versuche
als starre, gerade Kante zeigt. Wir priifen die Punkte von g mit
den beiden Punkten 4, B unsres Maflkorpers in &hnlicher Weise,
wie wir die Fliche f gepriift haben. Entsprechend dem Versuch 1
zeigen wir zuerst, dal die Endpunkte P, und P,, von g ein starres
Punktpaar bilden, und zwar, dafl sie denselben Abstand wie 4 und B
haben. Darauf wird durch Vergleich mit der starren Ebene f ent-
sprechend den Versuchen 1 uud 3 gezeigt, dafl fiir einen Punkt ¢
auf g die drei Punkte P,QP, starr sind und auf einer Geraden
liegen. Wird dann in weiteren Versuchen dies fiir jeden beliebigen
Punkt P von g immer bestatigt gefunden, dann ist damit ¢ als starre,
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gerade Kante nachgewiesen. Nun markieren wir, um etwa in iiblicher
Weise mit Zehnteln der Einheitsstrecke 4B = P,P,, messen zu
konnen, neun Punkte P, ... P, auf g derart, daB die zehn Punkt-
paare P,P, P,P, ... P,P, sich als abstandsgleich erweisen, indem
sie nacheinander mit einem Punktpaar MN auf f zur Deckung ge-
bracht werden. Ebenso konnen wir auch jede Teilstrecke wieder in
zehn gleiche Teile teilen, und so fort, soweit die Genauigkeit der
mit diesem Mafstab vorzunehmenden Messungen es verlangt bezw.
die Beobachtungsgenauigkeit es gestattet.

Der Abstand irgend zweier Punkte K, L eines andern Korpers,
der kleiner ist als der Abstand 4B (sonst miiten wir in leicht er-
sichtlichem Verfahren einen lingeren Malstab herstellen), kann jetzat
mit dem MaBstab g gemessen werden: wir legen den MaGstab so an,
daB K mit P,, und L auch mit einem Punkt von g sich deckt. Liegt
letzterer z. B. in der Teilstrecke P, P, so ist der Abstand KL mit
der durch diese Teilung bestimmten Genauigkeit gleich 0,6, wobei
AB als Mafieinheit genommen ist. Um genauer zu messen, muf
die Unterteilung der Strecke P, P, beriicksichtigt werden. Von grund-
sitzlicher Bedeutung ist hier, dal diese Uberlegung zeigt: zur
Streckenmessung werden, nachdem auf Grund der Mafisetzung ein
MafBstab hergestellt ist, lediglich topologische Eigenschaften festge-
stellt, also nur »>Tatbestandsaussagenc, namlich das Sichberiihren von
Punkten und das Liegen eines Punktes auf einer Strecke.

Mit dem so hergestellten MaBstab kehren wir zur Fliche f zu-
riick. Wir hatten um den Punkt A, herum die Ecken gleichseitiger
Dreiecke gezeichnet, ohme aber mit den bisherigen Hilfsmitteln auch
die Seiten feststellen zu konnen. Dies geschieht nun in einfacher
Weise mit Hilfe der Kante g. Wir bringen P,P,, nach einander
mit 4,B, und B, B, zur Deckung und markieren dabei alle diejenigen
Punkte auf f, die sich mit den Punkten von g beriihren. Dann
stellen wir fest, ob die Strecken 4,B, und B,B, einen Punkt ge-
meinsam haben. In diesem Falle ist das Kriimmungsmal entweder
gleich Null, wenn némlich die zusammenfallenden Punkte B, und B,
sind, oder positiv, wenn andre Punkte zusammenfallen. Haben die
beiden Strecken keinen gemeinsamen Punkt, so ist das Kriimmungs-
maf negativ. (Die Fille auBerordentlich starker Kriimmung, Kriim-
mungsmaB etwa % 1, mogen hier aufier Betracht bleiben, da sie nichts
grundsitzlich andres enthalten; es kommen nur andre Strecken zum
Schnitt, und die spitere Berechnung #ndert sich). Nun messen wir
den Abstand ¢ der Punkte B, und B, mit dem Mafistab g, also in
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Bruchteilen der Einheitsstrecke AB; wir geben dann der MaGzahl a
positives oder negatives Vorzeichen, je nachdem sich durch das ge-
nannte Kennzeichen das KriimmungsmaB als positiv oder negativ
herausgestéllit hat. Die so gefundene Zahl + o kénnten wir nun un-
mittelbar als Krimmungsma8 auffassen. Wir konnen aber auch, um
mit der iiblichen Bezeichnungsweise in Ubereinstimmung zu bleiben,
das Gauf-Riemannsche KriimmungsmaB % berechnen, das far nicht
2
V3

Wir haben somit das Kriimmungsma8 des Ebenenstiicks f an
der Stelle 4, bestimmt. Um die Malverhaltnisse im ganzen Gebiet f
zu bestimmen, miissen dieselben Versuche an verschiedemen andern
Punkten angestellt werden. Wieviele Punkte hierzu zu nehmen sind, ist
keine grundsitzliche Frage, sondern hiingt davon ab, welche Genauig-
keit fiir die Darstellung der gesamten MaGverhiltnisse von 7 erreicht
werden soll, und wird sich auch danach richten, ob starke Unter-
schiede des Kriimmungsmages fiir verschiedene Orte gefunden werden.
Sind die Feststellungen fiir f geschehen, so muB in der gleichen
Weise der ganze iibrige Raum durchmessen werden: es sind iiberall
Platten herzustellen, die ebenso wie f als starr und eben nachge-
wiesen werden miissen, und auf diesen ist das KriimmungsmaB zu be-
stimmen. Und zwar muf dies in jedem Punkt des Raumes fiir
drei Flichenrichtungen geschehen. Wenn wir das ganze Weltall so
durchmessen haben, so ist eindeutig der besondere metrische Raum,
ein ganz bestimmter Unterfall von R, gefunden, der mit dem Tat-
bestande der Erfahrung und der gewihiten Mafsetzung in Uberein-
stimmung ist. Wéhlen wir irgend eine andre MaBsetzung, so finden
wir auch durch das gleiche Verfahren eindeutig ein bestimmtes, im
Allgemeinen anderes physisches Raumgefiige.

Die Darstellung dieses Versuchsverfahrens hat lediglich den
Zweck, zu zeigen, dal erstens die Feststellung der MaBverhiltnisse
des physischen Raumes nur einen Sinn hat, wenn eine frei wihlbare
Mafsetzung aufgestellt worden ist, und dal zweitens diese Feststel-
lung dann aus der Erfahrung nur den Tatbestand benutzt, d. h. nur
topologische Eigenschaften der physischen Raumgebilde beobachtet
und verwertet, ohne Voraussetzungen iiber Geradheit irgend welcher
physischer Linien, etwa der Lichtstrahlen, iiber Parallelitit, iiber
Homogeneitit des Raumes (in dem frither angegebenen Sinne) u. dergl.
zu machen. Damit ist der hiunfig erhobene Einwand widerlegt, daf

allzu starke Kriimmung zu a proportional ist: & = a.
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die Feststellung der Maflverhiltnisse des physischen Raumes durch
Versuche einen Zirkelschlufl enthalte, da sie Voraussetzungen mache,
die sie erst beweisen wolle.

Dies die grundsitzliche Bedeutung des Verfahrens. Die wirk-
liche Ausfithrung der Versuche dagegen wiirde sich ganz anders ge-

stalten, einerseits erleichtert, andrerseits erschwert werden. Wir .

konnen jenes duflerst umstindliche und in griferen Gebieten tech-
nisch gar nicht durchfiihrbare Verfahren bedeutend vereinfachen: wie
wir mit den Mafpunkten A4, B die Fliche f gepriift haben, kénnen
wir auch die Eigenschaften der Lichtstrahlen priifen und die Strahlen
dann in bequemerer Weise zum Aufbau der Figuren verwenden. Als
golche brauchen wir auch nicht die sechs gleichseitigen Dreiecke mit
dreizehn abzutragenden und einer zu messenden Strecke zu nehmen,
sondern konnen einfachere Figuren benutzen. Es zeigt sich als mog-
lich und besonders geeignet, eine recht grofie Figur zu wihlen, an
der nur sehr kleine Strécken zu messen sind. Dies ist z. B. der
Fall, -‘wenn ein grofies, aus Lichtstrahlen gebildetes Dreijeck gew#hlt
wird, dessen Winkel dadurch bestimmt werden, daB an MeBgeriten,
die in den Ecken aufgestellt sind, gewisse Strecken gemessen werden.
Dies Verfahren hat Gaufi angewandt, mit Hilfe des Dreiecks Insels-
berg—Brocken—Hoher Hagen. Zu der Verwendung von Lichtstrahlen
ist jedoch zu bemerken, dal in diesem Falle die Aulerachtlassung
der Zeitbestimmung nicht zulissig ist, da die frither genannten Vor-
‘sichtsmafregeln, die uns das Recht dazu gaben, dann nicht an-
wendbar sind.

Die Schwierigkeiten, die sich andrerseits bei der wirklichen
Durchfithrung solcher Versuche ergeben, beruhen darauf, dafl (die
ibliche Mafisetzung M, vorausgesetzt) das KriimmungsmaB sich tiberall
entweder als Null oder doch als #uferst klein herausstellt, sodal das
Verfahren mit dem herumbewegten Eisenstiick viel zu ungenau wire,
und nur solche Verfahren, die grofle Gebiete zu durchmessen ge-
statten, also wohl nur solche mit Lichtstrahlen, Aussicht auf Erfolg
bieten.

Das gegenseitige Abhingigkeitsverhiltnis zwischen Tatbestand,
Mafsetzung und Art des physischen Raumes haben wir bisher so
betrachtet, daf die Mafisetzung gewshlt, und danach die Eigenschaften
des physischen Raumes gefunden wurden. Jetzt wollen wir umge-
kehrt vorgehen und zeigen, wie es auch moglich ist, die Mafver-
haltnisse des physischen Raumes in freier Wahl zu be-
stimmen, und wie sich dann eine MaBsetzung findet, die auf
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Grund des Tatbestandes die gewihlte Raumart ergibt, und sich da-
nach die Gestalt der einzelnen Naturgesetze richtet. Wie wir im
obigen Beispiel bei der Darstellung der Versuche, um das Grund-
sitzliche deutlicher hervortreten zu lassen, viel stirkere Kriimmungen
annahmen, als sie sich bei der wirklichen Ausfiibrung der Versuche
zeigen, 8o wollen wir auch jetzt ein Raumgefiige wihlen, das von
dem iiblichen sehr stark abweicht. Das Grundsitzliche, die Wihlbar-
keit der Raumart, wird hierdurch klarer, als wenn wir etwa den un-
gekriimmten (euklidischen) Raum R}, _ wihlen wollten. Thn wiirde
man in Wirklichkeit vermutlich stets nehmen, wenr man von der
Wahl des Raumes ausgeht, weil er der einfachste ist.

Im Gegensatz zu obigem Beispiel verwenden wir aber jetzt nicht
erdachte Versuchsergebnisse, sondern die der bestehenden Physik. Dies
ist besonders an den Stellen zu beachten, wo_infolge andrer Deu-
tung der physikalischen Beobachtungen ganz andre Mafiverhiiltnisse
von den Dingen, z. B. der Erde, ausgesagt werden als in der Physik;
die topologischen Verhiltnisse, die einzigen, die die physikalische
Beobachtung tatsichlich feststellen kann, sollen stets mit der Physik
in Einklang bleiben.

Um ein anschauliches Beispiel zu nehmen, werde bestimmt: die
Erdoberfliche E soll als Ebene gelten. Da E, auf Grund der
iiblichen Mafisetzung M, vermessen, sich als Kugel herausstellt (der
Einfachheit halber lassen wir die Abplattung auller Betracht), so wird
sich hier eine andre Mafsetzung als erforderlich erweisen. Aber die
Wahlfreiheit inbezug auf das Raumgefiige ist mit der Festsetzung
jener Bestimmung noch nicht zu Ende. Es steht uns namlich noch
frei, zu bestimmen, welches Kriimmungsmal die Ebene E an den
verschiedenen Punkten haben und wie der iibrige Raum beschaffen
sein soll. Wir konnen also z.B. bestimmen, E solle iiberall das
Kriimmungsma@ Null haber. Dann wiirde die Erdoberfliche als un-
endlich grof aufgefat werden konnen und iiberall auf ihr die eukli-
dische Geometrie der Ebene gelten. Der Kiirze halber wollen wir
hier nicht darauf eingehen, diese seltsam erscheinende Auffassung
durchzufiihren und nachzuweisen, dal sie tatsichlich mit keiner phy-
sikalischen Erfahrung, also auch nicht mit den Ergebnissen der geo-
datischen Messungen optischen oder mechanischen Verfahrens in Wider-
spruch steht, wofern nur diese anders gedeutet werden als iiblich,
ndmlich nicht auf Grund der Mafisetzung ,, sondern einer andern
M,. M, milte dabei etwa folgende Form haben: >Diese beiden
Punkte A, B auf diesem Eisenkdrper stellen einen Abstand dar, der
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nicht als dauernd gleich gelten, sondern (aufler von Temperatur,
Magnetisierung usw. in dem und dem MaQe) vor allem von dem Ort
auf E, an dem sich der Korper befindet, in der und der Weise ab-
hingig sein soll.< Dabei miifite diese Abhiingigkeit so angegeben
werden, daf dabei irgend ein Punkt von F, z.B. der Ort, an dem
sich gerade jetzt der Eisenkorper befindet, oder der Nordpol, in be-
stimmter Weise bevorzugt erscheint. Wollen wir nicht, daB in der
MagGsetzung eine solche Bevorzugung eines Punktes von E auftritt,
50 milssen wir bestimmen, daB F als Ebene mit iiberall positivem
Kriimmungsmaf gelten soll, das dem Betrage nach dem Kriimmungs-
maf gleich ist, das E auf Grund von M, als Kugel hat. Dann wird
die MaBsetzung keine Abhingigkeit vom Ort auf E mehr enthalten.

Jetzt konnen wir noch iiber die Werte des Kriimmungsmaes
fir das ganze iibrige Weltall verfiigen. Wir wollen das einfachste
Gefiige wihlen, das mit den schon getroffenen Bestimmungen in Ein-
klang gebracht werden kann: der Raum soll homogen und isotrop
sein, also in allen Punkten und in jeder Flichenrichtung dasselbe
Kriimmungsmaf haben. Da dieses schon fiir E als positiv bestimmt
ist, so ist damit die Wah! auf einen R}, . gefallen.

Nun ist zu untersuchen, welche Maflisetzung zu diesem gewihlten
Raumgefiige gehort. Anstatt der Ableitung sei gleich das Ergebnis
genannt, und dann gepriift, ob es mit jenem Raumgefiige und dem
Tatbestand der physikalischen Erfahrung, also insbesondere mit allen
astronomischen und irdischen Raummessungen in Einklang zu bringen
ist. Die MaBsetzung (B4,) lautet: >Diese beiden Punkte 4, B auf
diesem Eisenkorper stellen einen Abstand dar, der zwar als unab-
héingig von dem Ort auf E, aber (auller von Temperatur, Magneti-
sierung usw. in demselben Mafle wie bei J4,) als abhiingig von der
Hohe &, iiber E gelten soll: I = I,(1 —sink,)c.

Uber Einheiten und Zahlenwerte spiter. Zunichst sehen wir,
daf M, mit M, genau ibereinstimmt, soweit es die Verhiltnisse auf
E selbst angeht. Infolgedessen sind alle Strecken auf F, die in der
Physik als gleich gelten, auch hier als gleich anzusehen. Nach M,
sind nun die Hauptkreise der Erdkugel die kiirzesten Linien auf E.
Folglich sind sie es auch nach M, TUnd da hierbei, wie noch durch
Messungen aullerhalb von E bestitigt werden soll, E eine Ebene ist,
so sind die gleichen Linien hier die Geraden. Wegen der Uberein-
stimmung inbezug auf M, und M, auf E gelten die physikalischen
cm-Mafstibe, soweit sie auf. £ angewandt werden, auch fiir die
M,Messung. Wir wollen aber, um einfachere Formeln fiir die Ver-
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hiltnisse im ganzen Raum zu bekommen, nicht 1 ¢cm oder 1 m als
Lingeneinheit wihlen, sondern 6370km. In dieser Einheit wird
die Gesamtlinge jeder Geraden, z.B. des Aquators oder der Meri-
diane, gleich 2z. Wie leicht zu iibersehen, geht durch irgend zwei
Punkte von E im Allgemeinen zwar nur eine Gerade; sind diese Orte
aber Gegenpole (z. B. Nord- und Siidpol, oder Beobachtungsort und
Gegenfiifllerort), so gehen durch sie unendlich viele Geraden. Dadurch

" ist die Ebene E als besondere Abart der elliptischen Ebene (>sphi-

rische Ebene¢) gekennzeichnet. Wegen der fiir unsern Raum be-
stimmten Homogeneitdt ist er selbst damit auch als >sphirischer
Raum« festgelegt; die ihn ergebende MaBsetzung und die danach ge-
messenen Strecken seien deshalb mit M,, I, %, bezeichnet.

Alle Geraden in diesem Raum haben die Lénge 2x. Die grifte
Entfernung, die irgend zwei Punkte von einander haben kénnen, ist
n; der grofite Abstand eines Punktes von einer Ebene =/2; dies ist
also auch der Hdochstwert von k. Der Raum selbst ist zwar unbe-
grenzt, d.h. jede irgendwo befindliche gerade Strecke kann stets nach
beiden Seiten verlingert werden, aber nicht unendlich; sein Gesamt-
rauminhalt betrigt 22°. Er wird durch jede Ebene in zwei Hilften
zerlegt; so auch durch E: sowohl der Erdkérper, als auch der Raum
auBerhalb der Erde hat also den Inhalt a® (oder 400 Millionen km?).

Wir gehen zur Malsetzung M, zuriick und wollen priifen, was
aus ihr iiber die Maflverhiltnisse auBlerhalb von FE folgt, und insbe-
sondere, ob sich durch die Messungen, wenn wir sie nach M, aus-
deuten, E als Ebene bestitigt. Die Mafeinheit fiir die in M, vor-
kommenden Strecken ist schon bestimmt. Aber M, enthilt scheinbar
einen Zirkel: die Bestimmung des Mafes auBierhalb von E wird ab-
héngig gemacht von %,, und diese Hohe kann doch erst gemessen
werden, wenn wir ein Maf haben. Der Zirkel verschwindet aber bei
ndherem Zusehen; die Angabe ist durchaus eindeutig, denn sie be-
sagt: eine physische Strecke, die sich ebenso verhilt wie die in 2,
genannte Mafistrecke, und die auf E gemessen die Linge @ hat, hat
senkrecht in die Hohe gerichtet die L#nge z,, die mit & verkniipft
ist durch die Gleichung

Lg dx
, 1—sinz

Denn nach der Angabe der Mafsetzung hat jedes Stiick dz des auf-
gerichteten Stabes, das sich in der Héhe z befindet, auf den Erd-
Kantstudien, Erganzungsheft 56. 4
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dx

boden gebracht die Liange 1=ens" Die Integration ergibt
1 D1 . _ & .,2 +a
a = tg x,+-c—0§—x:— 1; hieraus folgt: tg», = 3 11a (im 1. oder

4. Quadranten zu nehmen, je nachdem a positiv oder negativ, d.h.
je nachdem die Strecke von E aus nach auflien oder ins Erdinnere
hinein aufgerichtet wird). Damit ist also die Lénge einer senkrecht
gesteliten Strecke, deren Liinge, wenn sie auf E liegt, gemessen ist,
eindeutig bestimmt.

Die Entfernung eines im Zenit stehenden Sternes, die nach M,
-noch so grof sein mag, bleibt so nach M, kleiner als /2. Die aus
den astronomischen Messungen zu schlieBende Tatbestandsaussage,
dal man viele Billionen Eisenstibe, von denen jeder auf E als 1m
6730000 73(1) 000) gemessen ist, senkrecht aufein-
ander stellen miite, um bis zu jenem Stern zu gelangen, ist nach
M, so zu deuten: die aufeinander gestellten Stibe erleiden alle eine
Verkiirzung, die bei den nahe an F befindlichen sehr gering ist, mit
wachsender Entfernung aber immer betrichtlicher wird, und dadurch
eine sehr groBe >scheinbare Linge< der Strecke vortiuscht. So hat
z.B. der Mond die »>scheinbarec Entfernung 59,3 von E; die Ent-
fernung nach M, betrigt =x/2 — 0,0335. Niahert sich die Entfernung

nach M, immer mehr dem gréGten Wert =/2 (= 10000km), so

- wichst die »>scheinbare< Entfernung ins Unendliche. Eine noch so
groBe, durch astronomische Messung festgestellte Entfernung bildet
also keinen Widerspruch zu den Eigenschaften unsres endlichen
Raumes. :

Aus M, geht hervor, daf der Abstand der beiden MaGpunkte
und folglich auch jede andre physische Strecke, die sich ebenso ver-
hilt wie diese Malstrecke, ins Erdinnere gebracht ‘an Stelle einer
Verkiirzung eine Verlingerung erleidet, wihrend die »>scheinbare<
Linge der Strecke (nimlich die nach M, gemessene) unverandert
bleibt. So hat z. B. die Strecke zwischen zwei Gegenfiillerorten, also
ein Durchmesser des Erdkorpers, die Linge m anstelle der >schein-
baren< Linge 2.

Hiernach konnen wir nun auch eine Probe darauf machen, ob
gich £ durch die Messungen nach M, als Ebene bestitigt. Nach M,
konnte z. B. durch folgenden Versuch nachgewiesen werden, dal E
keine Ebene ist, sondern eine krumme Fliche, deren hohle Seite zum
Erdinnern gerichtet ist: es werden irgend zwei Orte auf E einerseits

(also in unsern Einheiten
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durch die kiirzeste Verbindungslinie iiber Z hin, andrerseits durch
einen geradlinigen Tunnel verbunden; der Tunnel wird dann stets
kiirzer als die Verbindungslinie auf E gefunden. Dieses Ergebnis,
das zwar nicht einer unmittelbaren Messang entspringt, aber nach
M, aus den3geoditischen Messungen eindeutig erschlossen werden
kann, muB nach M, so gedeutet werden: der Tunnel ist nur scheinbar
kiirzer, ndmlich infolge jener Verlingerung der Stibe, die nach M,
als MaBstibe benutzt werden. Die Berechnung ergibt, daB, wenn die
MaBsetzung M, angewandt wird, der Tunnel stets linger ist, als jene
kiirzeste Verbindung der beiden Orte auf X Die nihere Unter-
suchung zeigt auch, dal nicht nur jener Tunnel (der deshalb nach
M, auch keine Gerade ist), sondern auch jede beliebige andre Ver-
bindungslinie der beiden Orte, mag sie auBerhalb oder innerhalb des
Erdkorpers verlaufen, nach M, stets linger ist als die kiirzeste Ver-
bindung auf E. Letztere Verbindungslinie ist dadurch als gerade
Strecke und, da das Gleiche fiir jede beliebige Stelle von E gilt, F
als Ebene nachgewiesen, und damit gezeigt, da M, in dieser Be-
ziehung den fiir den gewshlten Raum aufgestellten Forderungen ent-
spricht.

Der Einwand, dal das Verhalten der Lichtstrahlen (Auftauchen
von Gegenstinden am Horizont, Kreisschatten der Erde bei Mond-
finsternis, u. a.) die Kugelgestalt der Erde eindeutig erkennen lasse,
ist nach unsern Uberlegungen leicht zu widerlegen. Denn die ge-
nannten Schliisse beruhen ja auf der Voraussetzung der Geradheit
der Lichtstrahlen. Wir wissen aber, dal die Geradheit irgendwelcher
physischer Linien immer nur fiir bestimmte MaBsetzungen gilt. Nun
wird freilich die Geradheit der Lichtstrahlen inbezug auf M, durch
eine Menge von Erfahrungstatsachen, schon im tiglichen Leben, be-
zeugt. Auf Grund der gleichen Tatsachen aber sind die Lichtstrahlen
inbezug auf M, nicht als Geraden aufzufassen, sondern als krumme
Linien, und zwar, wie die nihere Untersuchung zeigt, als Kreise, die
alle durch den >Zenitpunkt« Z gehen. Die nach M, auf E senkrecht
stehenden Geraden, die alle auch nach M, gerade sind und auf E
senkrecht stehen, die also in jedem Ort von E die Zenitrichtung an-
geben, schneiden sich nach M, nicht nur in der Entfernung /2 im
Mittelpunkt der Erde, sondern auch in der gleichen Entfernung von
£ in dem auBerhalb des Erdkdrpers gelegenen >Zenitpunkt< Z, der
danach Gegenpol des Erdmittelpunkts ist. Auch hier sehen wir wieder,
dall inbezug auf M, E sich nach beiden Seiten hin, ins Erdinnere

und nach auBen, gleichartig verhilt, was fiir keine andre Fliche als
4%



59 Der physische Raum.

eine Ebene der Fall ist. Nach M, ist zwischen irgend zwei Punkten
nur ein fiir den Lichtstrahl moglicher Weg vorhanden, némlich die
Gerade; diese Eindeutigkeit bleibt bei M, bestehen; fiir irgend zwei
Punkte gibt es nur einen Kreis, der auch durch Z geht.

Bei der Mafsetzung M, miissen wir offenbar zu andern Natur-
gesetzen kommen, als den iiblichen, die auf Grund von M, aufgestellt
sind. Die erforderlichen Anderungen sind auf den verschiedenen Ge-
bieten nicht gleich grof. Die nach I/, geltende kreisformige Gestalt
der Lichtstrahlen z. B. gestattet die Beibehaltung der Wellentheorie
des Lichts, insbesondere auch der elektromagnetischen Theorie und
‘damit aller optischen Gesetze; nur sind wir gendtigt, dem sog. leeren
Raum nicht iiberall das Brechungsverhiltnis 1 zuzuschreiben, sondern
ein von der Entfernung von [E abhingiges: », = 1% —:iET°

Wie nach der gewihlten Mafsetzung M, die Naturgesetze eine
andre als die iibliche Form anzunehmen haben, sei noch am Beispiel
des Energiesatzes in der Mechanik (des »>Satzes von der Erbaltung
der lebendigen Kraft<) gezeigt, da hier eine naheliegende Uberlegung
zuniichst zu dem Ergebnis zu fithren scheint, daB dieser grundlegende
Satz inbezug auf die nach M, vorgenommenen Messungen nicht auf-
recht erhalten werden konne. Denken wir uns eine Vorrichtung, mit
deren Hilfe eine kleine Kugel durch die Spannungsenergie einer zu-
sammengedriickten Spiralfeder fortgeschlendert werden kann. Die
Ener;ie*der genannten Feder #ndert sich nicht, wenn ich die Vor-
richtung an irgend einen andern Ort bringe. Sie teilt daher auch,
so lehrt die Physik, gleichgiiltigs wo der Versuch angestellt wird, der
Kugel jedesmal die gleiche Bewegungsenergie mit, was nach der fib-
lichen Begriffshestimmung dadurch gemessen wird, daf die Kugel
itberall mit gleicher Anfangsgeschwindigkeit, nehmen wir an: 10 m/sek,
fortfliegt. Messen wir aber nach der Mafsetzung M,, so finden wir
nicht iiberall die gleiche Geschwindigkeit, denn die Strecke, die nach
M, 10 m lang ist, wird ja nach M, als 10.(1 —sinz,) m gemessen,
wenn sie sich in der Entfernung z, von ¥ befindet; auf dem héchsten
Berg der Erde z. B. als 9,986 m, auf dem Mond nur noch als 0,55 cm.
Wiirde also die Bewegungsenergie L, einer Masse m,, die die Ge-
-schwindigkeit », hat, bestimmt als  m,v;, so wire die Bewegungs-
energie der Kugel, in die sich die iiberall gleiche Spannungsenergie
der Feder umsetzt, in groSen Hohen kleiner als auf F, der Energie-
satz also nicht erfiillt.
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Die durch dieses Beispiel angedeutete Uberlegung fiihrt bei ge-
nauerer Durchfithrung zu dem Ergebnis, daB entweder die Sitze der
gewdhnlichen Mechanik bei der Malsetzung M, ungiiltiz werden, oder
die Grundbegriffe der Mechanik teilweise andre Begriffshestimmungen
erhalten miissen. Ziehen wir den zweiten Weg vor, so konnen an-
stelle der nach M, gemessenen Griflen: Linge I, Zeit ¢, Masse m,
Geschwindigkeit », Beschleunigung b, Kraft K, Arbeit A4, Bewegungs-
energie (»lebendige Kraftc) L, und Potential ¥, die nach M, ge-
messenen: I, f,, m,, usw. so bestimmt werden, daB die begriffsbe-
stimmenden Gleichungen (in denen wir hier zur Einfachheit anstatt
des Vektors oder der drei Komponenten nur eine schreiben) fiir
v,, b,, 4,, ¥, den iiblichen genau entsprechen:

] dl, al, av,
Y=g b:=~‘i;:“: 4, = K,.l,, - =

€

Aber anstelle der Begriffsbestimmung K = m .5 muf treten :

_ mg. b,
& = (1 —sinz,)*’
und anstelle von L = 4 mo*:
%
Lo = im, (1 —sinaz,)* *

Hierdurch wird erreicht, daI_S, wenn ein bestimmter Vorgang sowohl
nach M, als auch nach M, beobachtet und gemessen wird, nicht nur

'Zeit und Masse, sondern auch Arbeit, Bewegungsenergie und Potential

in beiden Messungen die gleiche Mafizahl erhalten: es ist dann nim-
lich ¢, = ¢, m, = m; 4, = 4, L, = L, V, = V. Fiir Linge, Ge-
schwindigkeit, Beschleunigung und Kraft ergeben dagegen die beiden
Messungen verschiedene Zahlen: [, = 1.(1 —sinz,), v, = v.(1 —sinz,),
K
1—sinz,
Gleichungen L, = L und V, = V. Aus ihnen folgt, daB sowohl
der Energiesatz der Mechanik giiltig bleibt: L, ¥, = const., als
auch ein andrer fiir die Mechanik grundlegender Satz, das Hamil-
tonsche Prinzip :

b, =b(1~—sinz,); K, = Besonders wichtig sind die

tu,!
S e~ vya, = o.
bs,0 .
Nach diesen Gesetzen werden, wenn das Schwere-Potential einer
Masse m, inbezug auf die Erde gefunden ist als
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V — Vo Mg _ _ mg.cosz;
s _ T = R T
r 1+sinz,

alle unter dem Einfluf der Erdschwere verlaufenden Vorginge : schiefer
Wurf, Pendelbewegung, (monatliche) Bewegung des Mondes usw. mit
denselben Ergebnissen berechnet, wie sie beobachtet werden, obwohl
die bei diesen Vorgingen gemessenen Grifen z.T. erheblich von den
iiblichen, nach I, gemessenen abweichen: der Mond kreist z. B. alg
Kugel vom Durchmesser 1,92 km um den Zenitpunkt Z im Abstand
von 213 km herum.

Wir -verlassen hiermit dieses Beispiel. Dal das hier gewahite
Raumgefiige zur Darstellung der Erfahrungstatsachen durchaus nicht
zweckmifig ist und daher nie ermstlich gewshlt werden wird, ist
sicher. Aber hier handelt es sich nicht um die Frage der Zweck-
mifigkeit, die spiter erdrtert werden wird. Sondern die Bedeutung
des Beispiels liegt darin, die grundsitzliche Moglichkeit der Wahl

eines ganz andern als des iiblichen Gefiiges fiir den physischen Raum -

zu zeigen, das aber ebenso alle Erfahrungstatsaclien widerspruchslos
darzustellen imstande ist.

Wir haben jetzt das zwisrhen dem Tatbestand der Erfahrung 7,
der MaBsetzung M und dem metrischen Raumgefiige R (nimlich der
bestimmten Art des %j,) bestehende Abhingigkeitsverhaltais
nach zwei verschiedenen Seiten hin betrachtet. Das friihere Beispiel
(Ausmessung der Fliche f) zeigte, wie sich nach Wahl von M ein
bestimmter £ aus T ergab. Im letzten Beispiel (Z als Ebene) wurde
umgekehrt vorgegangen: es wurde R gewihit, und dann ergab sich,
daB es ein bestimmtes Ji gab, das den Tatbestand 7 in die Form
des gewihlten Gefiiges brachte. Beides zusammenfassend kénnen wir
also sagen: 7, R und MM stehen in einem derartigen Funktional-
verhiltnis zu einander, dal, wenn zwei von ihnen gegeben sind,
die dritte Bestimmung dadurch eindeutig mitgegeben ist; R = 7, (M, 7);
M = f,(R, T). Denn auch der dritte Fall T = f, (M, R) trifft zu:
durch M und R ist 7' eindeutig gegeben. Hierauf berubt ja die
wissenschaftliche Darstellung des rdumlichen Tatbestandes: es wird
angegeben, dal bei einem bestimmten M die physischen Raumgebilde
in einem bestimmten Maflgefiige R geordnet sind, und durch diese
Angabe ist der Tatbestand Z7° der Erfahrung inbezug auf raumliche
Verhiltnisse vollstindig beschrieben. Doch unterscheidet sich dieser
dritte Fall sehr wesentlich von den andern durch den Umstand, dag
zwar entweder R oder M frei gewihlt werden darf, nicht aber 7%
der Tatbestand ist eindeutig gegeben.
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Hier erhebt sich nun eine fiir das wissenschaftliche Verfahren
der Darstellung von 7' durch R und M wichtige Frage. Wir konnen
ja entweder R oder M frei wihlen, wonach dann die betr.
andre Bestimmung sich mit Riicksicht auf 7' eindeutig ergibt. Welchen
dieser beiden Wege sollen wir nun einschlagen? Und wenn wir einen
davon nehmen, nach welchen Gesichtspunkten soll dann die Wahl von
R bezw. M getroffen werden? Die zweite Frage ist leichter zu ldsen
als die erste, obwohl sie zwischen vielen Mgglichkeiten entscheiden
soll. Es zeigt sich ndmlich, daB sowohl unter. den Moglichkeiten fiir
R als unter denen fiir M sich je ein Fall befindet, der sich deutlich
als der einfachste erweist. Wollten wir also wirklich eins der beiden

Bestimmungsstiicke frei wihlen, ohne Riicksicht auf das sich dadurch

ergebende andre und die hieraus hervorgehénde Darstellung von 7,
so wiirde die Entscheidung nicht zweifelhaft sein: bei der Wahl von
R wiirden wir dem R}, —, dem euklidischen Raumgefiige, den Vorzug
geben; andrerseits bei der Wahl von I der schon genannten Mal-
setzung M, (Metallstab ohne Riicksicht auf Temperatur und andre
Einfliisse) als der einfachsten.

Sind nun die in der Geschichte aufgetretenen Lehrgebiude der
Physik teils vom Rj ., leils von M, ausgegangen? Nein; das
erstere ist zwar meist geschehen, gewohnlich unausgesprochen; das
letztere dagegen niemals, seitdem der inbezug auf M, als Wirme-
ausdehnung bezeichnete Tatbestand bekannt ist. Und auch in den
Fillen, wo ein andres Raumgefiige als der Fj, — aufgestellt (Ein-
stein) oder als moglich ins Auge gefalit worden ist (Gaufl, Riemann,
Helmholtz, Schwarzschild), ist niemals 3/, als Mafsetzung verwandt
worden.

Diese Tatsache muf Bedenken dariiber hervorrufen, ob das richtige
Verfahren der Wissenschaft darin bestehen darf, einen dieser beiden
Wege: freie Wahl des einfachsten R oder des einfachsten M, einzu-
schlagen. Besinnen wir uns darauf, dal die fiir das Verfahren der
wissenschaftlichen Darstellung geltende Forderung nach Einfachheit
gich auf die Gesamtdarstellung des Tatbestandes bezieht, so erkennen
wir, dal nur insoweit moglichste Einfachheit fiir die unabhéngig vom
Tatbestand wihlbaren Bestimmungen zu fordern ist, als hierdurch fiir
den auf Grund dieser Bestimmungen erfolgten Aufbau gréfiere Ein-
fachheit erzielt wird. Das Letztere bleibt immer Mafistab: Einfach-
heit des Baues geht vor Einfachheit des Bauens und seiner Hilfsmittel.

Es soll also weder R noch M ohne Riicksicht auf 7' frei gewahlt
werden, wenn auch an der denkmiSigen Moglichkeit dieser Wahl
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immer festgehalten werden mul. Sondern es ist gewissermaBen ein
vermittelnder Weg einzuschlagen, der weder vom einfachsten R noch
vom einfachsten M ausgeht, und der seine Berechtigung erst am Ziel
erweist, indem er zu dem einfachsten aus ‘den jeweiligen Erkennt-
nissen bestehenden Aufbau fiihrt.
*  Uber die Abhingigkeit des Raumgefiiges von der Erfahrung, ge-
nauer: des metrischen Gefiiges R;, vom Tatbestand 7, ist also zu
sagen: R ist nicht durch 7 selbst bestimmt, also in diesem Sinne
nicht erfahrungsabhiingig, wohl aber, wenn wir zu 7 noch einen
zwecksetzenden, das Verfahren betreffenden Gesichtspunkt (teleolo-
gisches und methodisches Prinzip) hinzunehmen, nimlich den der
Einfachheit. Durch diesen allein ist B auch nicht bestimmt, sondern
nur durch ihn und 7' zusammen; und zwar eindeutig, wenn es mog-
lich ist, iiber die Erfullung jener Forderung der Einfachheit im ein-
zelnen Fall nach allgemeingiiltigen Regeln zu entscheiden. Nehmen
wir die Einfachheitsforderung als zur Begriffshestimmung der Wissen-
schaft gehdrig, so diirfte das Verhiltnis zwischen R und 7' vielleicht
so ausgedriickt werden: R ist denkmifig wahlfrei und erfahrungs-
unabhingig, aber wissenschaftlich durch 7' bestimmt, oder besser: zu
bestimmen; um hierdurch zum Ausdruck zu bringen, daf nicht im
Tatbestand T ein gewisser R schon eingeschlossen liegt, sondern erst
auf Grund jener Forderung aufgestellt werden soll

Da nur jener vermittelnde Weg zum Ziel fiihrt, ist mit Recht
die einfachere Mafsetzung M, zugunsten der weniger einfachen M,
aufgegeben worden, sobald bestimmte Tatbestandserkenntnisse vor-
lagen (Wirmeausdehnung). Ebenso wiirde aber auch anstelle des
euklidischen Raumgefiiges ein andres treten miissen, wenn hierdurch
der Gesamtaufbau vereinfacht wiirde. Dieser Forderung wird auch
zustimmen, wer der Ansicht ist, daB diese Bedingung nie verwirklicht
werde. Diese Auffassung vertrat z. B. noch Poincaré. Nach den heute
vorliegenden Erkenntnissen diirfte allerdings nicht ohne nihere Unter-
suchung die Unerfiillbarkeit der Bedingung behauptet werden. ,

Vor die Frage, die von einer solchen Untersuchung zu losen wire,
sind wir durch die allgemeine Relativititstheorie gestellt.
Sie soll hier nicht beantwortet, sondern nur als deutliches Entweder-
Oder aufgestellt werden. Die durch die vorangehende Erérterung
geklarten Begriffe setzen uns nimlich in den Stand, die mit dieser
Theorie verkniipfte Frage der Berechtigung der nichteuklidischen
Geometrie in der Physik genauer zu fassen. Die Theorie selbst soll
hierbei nicht gepriift, sondern in dem Sinne als richtig vorausgesetat
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werden, als stehe keine Erfahrungstatsache im Widerspruch zu ihr.
Diese Voraussetzung erscheint einerseits nach der mehrfachen Be-
stiatigung durch Beobachtungen als begriindet, andrerseits als zweck-
mifig, da bei der Behandlung der Relativititstheorie von Seiten der
Philosophie und Wissenschaftslehre die Aufmerksamkeit sich mit Recht
in hoherem Grade der weiteren Frage zuwendet, in welcher Form
das Lehrgebdude darzustellen sei. Fiir uns kommen hier die darin
enthaltenen Behauptungen nur soweit in Betracht, als sie riumliche
Verhiltnisse betreffen. Dabei ist aber wieder daran zu erinnern, dall
ihre gesonderte Betrachtung eine denkmalig erlaubte, aber inbezug
auf die Beobachtungen selbst (den »>Tatbestand<) nicht eindeutige
Loslésung aus dem einheitlichen Raum-Zeit-Gefiige bedeutet, die i. A.
nur fiir eine bestimmte Begriffsfestsetzung iiber die Gleichzeitigkeit
einen Sinn hat. In besonderen Fillen ist es -aber mdglich, zu ein-
deutigen, d.h. von der Begriffsbestimmung der Gleichzeitigkeit un-
abhingigen Aussagen iiber riumliche Verhiltnisse zu gelangen, wenn
wir nimlich die oben bei der Ausmessung der Fliche f (S. 41) be-
sprochene Vorsichtsmalregel anwenden, indem wir uns auf solche

" Aussagen iiber lang andauernde Punktberiihrungen beschrinken, die

in der beschriebenen Weise durch mehrere Beobachter festyestellt
werden. Der Kiirze halber verwenden wir zwar einfach die Ausdrucks-
weise: nach der Mafsetzung B, finden wir fiir die zwei Punkte 4,
B den und den Abstand, oder stellen wir fest, daf die drei Punkte
A, B, C auf einer Geraden liegen. Doch soll dabei immer darauf
geachtet werden, daf diese Aussagen stets derart sind, daB sie sich
(wie bei der Ausmessung von f geschehen) auf Punktberiihrungen
zuriickfithren lassen und daB die hierbei vorkommende Gleichzeitigkeit
verschiedener Punktberithrungen den frither beschriebenen Sinn hat.

Die beiden Formen, in denen unter Voraussetzung der allge-
meinen Relativititstheorie die riumlichen Verhdltnisse in einem
Schwerefeld, z.B. in der Umgebung der Sonne, dargestellt werden
konnen, sind nun (neben unendlich vielen andern, weniger einfachen)
folgende:

1. Wir wihlen als MaGsetzung wieder J,, wie bisher in der
Physik iiblich. Die Beobachtungen auf Grund von M, ergeben, daB
die Linge eines jeden Stabes zwar abhéngig von Temperatur, Mag-.
netisierung, elastischen Beanspruchungen usw., aber nicht von Ort
oder Richtung im Schwerefeld ist. Die entsprechend der beschrie-
benen Ausmessung von f vorzunehmende Ausmessung des Raumes im
Schwerefeld (wobei wir wieder von der nicht grundsitzlichen, sondern
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nur technischen Schwierigkeit infolge des sehr kleinen Kriimmungs-
malles absehen) wiirde ergeben, dal hier nicht iiberall das Kriim-
mungsmall Null ist, sondern z. B. auf einer Ebene durch den Mittel-
punkt der Sonne bei Anndherung von auflen an die Oberfliche der
Sonne immer stirker negativ wird, und zwar ringsherum im gleichen
Abstand von der Sonne in gleicher Weise.

2. Die fritheren Uberlegungen haben gezeigt, dal sich immer
eine Maflsetzung finden laft, auf Grund deren der Tatbestand in die
Form des euklidischen Raumgefiiges R, _ gebracht werden kann.
Es muf also auch eine solche Mafsetzung M, geben, die zu einem
-euklidischen Gefiige fiir das Verhalten der Korper im Schwerefeid
gelangt. Dazu ist allerdings erforderlich, daf in die Mafsetzung
nicht nur, wie bei M,, die Temperatur (7) und andre physikalische
Zustandsgrofen hineingenommen werden, sondern auch Ort und Rich-
tung, genauer: die Entfernung (») vom Mittelpunkt der das Schwere-
feld erzeugenden Masse (m) und der Winkel ¢ zwischen MaGstrecke
und . Dafl dieses Vorkommen einer Liéngenbestimmung (r) in der
MaGsetzung nicht auf einen Zirkelschluf hinausliuft, ist oben in einem
dhnlichen Beispiel (M,) gezeigt worden; ebenso steht es mit der Be-
stimmung des Winkels ¢, wovon man sich leicht iiberzeugt, wenn
man die Winkelmessung auf Lingenmessung zuriickfithrt. Wihrend
M,, wenn wir zur Einfachheit von den physikalischen Zustandsgréfen
hier nur die Temperatur anfiihren und uns auf die einfachste Gestalt
- der Abhingigkeitsbeziehung beschrinken, etwa lautet: »Diese beiden
Punkte A4, B dieses Eisenstabes sollen als MaBpunkte gelten; ihr Abstand
stellt bei der Temperatur 7 die Strecke { = I, (1+8(T— T,)) dar¢, so
lautet M,: »>Diese beiden Punkte 4, B dieses Eisenstabes sollen als
Mafpunkte gelten; ihr Abstand stellt bei der Temperatur 7, in der
Entfernung » von der Masse m, unter dem Winkel ¢ gegen » die

Strecke dar: I = [, (1+8(T— 1)) (1 -C (L:_&— - €08 q))); hierbei ist C

eine unveriinderliche GroSe (im cm-gr-sek-Maf 3,72.10™)<. Messen
wir anf Grund dieser Mafisetzung, so zeigt sich wie bei 3/, eine Aus-
debnung- aller festen Korper bei Erwirmung, und zwar je nach dem
Stoff verschieden; dann aber im Gegensatz zu M, eine Verkiirzung
~aller Korper in Richtung der Verbindungslinie zum Mittelpunkt von
m, aber nicht quer zu dieser Richtung. Und zwar ist diese Ver-
kiirzung bei der gleichen Entfernung von m fiir alle Kérper dieselbe,
unabhingig vom Stoff. Wird ein (sehr langer) Stab auf Grund von
M, als Gerade festgestellt, 'so bleibt er bei Anderung von Ort oder
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Richtung im Allgemeinen nicht gerade, sondern nimmt eine Kriim-
mung an.

Die Kriimmung der Lichtstrahlen ist hier absichtlich nicht er-
wihnt, weil ihre Ausmessung unter den Vorsichtsmalregeln, die uns
hier die Nichtberiicksichtigung der Zeit erlauben, nicht méglich ist.

Die Frage, in welcher riumlichen Form der Tatbestand im
Schwerefeld dargestellt werden soll, lauft also auf die Wahl zwischen
den beiden Maflsetzungen M, und M, hinaus. Hier beschrinken wir
uns darauf, die Sachlage durch dieses Entweder-Oder zu kennzeichnen,
ohne die Entscheidung in dieser nicht die Wahrheit, sondern die
wissenschaftliche ZweckmiBigkeit angehenden Frage treffen zu wollen.

- Es sei nur darauf hingewiesen, daf fiir die Entscheidung die frither

(S. 36) genannte Regel des wissenschaftlichen Verfahrens in Betracht
kommt, zahlenmalig gleiches Verhalten der- verschiedensten Kérper
nach Moglichkeit als scheinbar darzustellen, nimlich als Folge einer
entsprechenden Eigenschaft dessen, worauf jenes Verhalten bezogen
ist, hier also der Mafsetzung, des Raumgefiiges. Auch sei noch
einmal daran erinnert, dafl wir hier den Raum aus dem Gesamtgefiige
Raum-Zeit losgeldst haben; soll die Entscheidung nicht nur fiir diesen
Ausschnitt, die riumlichen Verhiltnisse, giiltig sein, sondern fiir den
Gesamtaufbau des Gefiiges der Naturvorginge, so kann sie dies nur
durch Untersuchung der Frage, ob sich fiir das vierstufige Raum-
Zeit-Gefiige aus der einen oder der andern der beiden Maflsetzungen
die einfachere Form ergibt. , .

Wir fassen die Ergebnisse der Untersuchung des physischen
Raumes kurz zusammen. Im Tatbestand der Erfahrung ist uns der
dreistufige, topologische Raum R}, gegeben, dagegen nicht ein me-
trischer Raum. Ein solcher ergibt sich erst auf Grund einer Maf-
setzung, wobei wir entweder diese selbst oder das metrische Raum-
gefiige frei wihlen konnen, am besten aber so vorgehen, daf wir
weder das eine noch das andre tun, sondern die Mallsetzung und das
zu ihr gehdrige Raumgefiige so bestimmen, dal auf Grund davon der
Tatbestand moglichst einfach dargestellt werden kann.




IV. Das gegenseitige Verhiiltnis von formalem, Anschauungs-
und physischem Raum.

Bei der Erorterung der verschiedenen Arten von Gefiigen, die
sich fir jede der drei Raumbedeutungen in gleicher Weise ergeben,
sind die zwischen diesen Bedeutungen bestehenden Beziehungen schon
an verschiedenen Stellen deutlich geworden, soda8 wir hier den Zu-
sammenhang nur noch einmal kurz zu iiberblicken brauchen.

Wir betrachten die drei Sitze:

- 1) Eine Zahl mit einer zweiten multipliziert ergibt das Gleiche,
wie die zweite mit der ersten multipliziert.

2) 3 Gruppen zu je 4 Dingen enthalten ebensoviele Dinge, wie
4 Gruppen zu je 3 Dingen.

3) Die Anzahl dieser Kisten hier ist 3, die Anzahl der Kugeln
in jedem ist 4; dort sind 4 Késten und in jedem 3 Kugeln; folglich
sind hier ebensoviele Kugeln wie dort.

- Sowoll das Verhiltnis von 1) zu 2), wie das von 2) zu 3) ist
das einer allgemeinen Regel zu ihrer Anwendung, aber in ver-
schiedenen. Sinne: dort Einschrinkung der begrifflich - allgemeinen
Regel auf einen Sonderfall, dem aber noch gegeniiber der Wirklich-
keit Allgemeinheit zukommt; hier Anwendung dieser eingeschrinkten
Allgemeinheit auf einen Einzelfall der Wirklichkeit, in dem keine

Allgemeinheit mehr liegt. Dieser Unterschied sei durch die Aus-

driicke Einsetzung (Substitution) und Unterordnung (Subsumtion) be-
zeichnet, da im ersten Falle fiir unbestimmte Beziehungsglieder
Bestimmtes eingesetzt, im zweiten das Erfahrungswirkliche der be-
stimmten Regel untergeordnet wird.

Mit Hilfe dieser Begriffshestimmungen lifit sich jetzt das Ver-
hiltnis der Geometrien fassen. Zwischen der Lehre vom formalen
und der vom Anschauungsraum besteht das Verhiltnis der Einsetzung,
zwischen dieser und der Lehre vom physischen Raum das der Unter-
ordnung. Es gilt auch allgemein fiir Logik (im Sinne der Ordnungs-
lehre), Grifenlehre (micht nur riumliche) und Physik das gleiche
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dreigliedrige Verhiltnis, das von grundlegender Bedeutung fir die
Wissenschaftslehre ist. Es entspricht (in Husserls Ausdrucksweise)

“dem stufenweisen Fortgange: formale Ontologie (Leibniz’ »>mathesis

universalis<), regionale Ontologie, Tatsachenwissenschaft; und in der
Ostwaldschen Wissenschaftslehre den ersten Stufen der Wissenschafts-
pyramide. Beispiele fiir engere Wissenschaftsgebiete, die in solchem
Verhiltnis zu einander stehen, sind etwa: allgemeine Beziehungslehre,
allgemeine Verwandtschaftslehre, geschichtliche Geschlechterkunde;
oder: allgemeine Mathetik, mathetische Farbenlehre, physikalische
Farbenlehre (so von Ostwald bezeichnet und aufgebaut); so auch die
Geometrien.

Dem Verhiltnis der drei Wissenschaftsgebiete entspricht das Ver-
haltnis ihrer Gegenstinde, hier also des Raumes in den drei Bedeu-
tungen R, R’, R”. Sowohl das Verhiltnis von.R zu R', wie das von
R’ zu R ist das der Gattung zum Einzelding, aber in verschiedenem
Sinne. Auch hier konnen die Beziehungen als Einsetzung und Unter-
ordnung bezeichnet werden, da diese beiden Ausdriicke (bezw. Sub-
stitution und Subsumtion) nicht nur in der Urteilslehre, sondern
auch (in andrer, aber genau entsprechender Bedeutung) in der Klassen-
lehre angewandt werden. Das Verhdltnis von R zu R' ist das der
Gattung von Gefiigen bestimmter Ordnungseigenschaften aber un-
bestimmter Gegenstinde zu einem Gefiige dieser selben Eigenschaften,
aber bestimmter Gegenstinde, nimlich der anschaulich rdumlichen Ge-
bilde. Das Verhiltnis von R’ zu R” ist das einer Anschauungsform
zu einem Gefiige dieser Form von erfahrungswirklichen Gegenstinden.

Hieraus wird nun auch erkenntlich, aus welchem Grunde die
verschiedenen Arten von R', besonders die verschiedenen Unterarten
von R.,, und die entsprechenden Arten von R aufgebaut werden.
Zweck und Ziel dieser Aufstellungen liegt im R’. Die raumlichen
Beziehungen der Erfahrung sollen in ein widerspruchsloses Gefiige R’
gebracht werden; fiir dieses wird die allgemeine Form R' vorgebaut,
und fiir diese wiederum die noch allgemeinere begriffliche Form R.
Da nun fiir R” sich je nach der Wahl der Ma@setzung die verschie-
denen Arten des R”, als moglich erweisen, so miissen die ihnen ent-
sprechenden Arten des R’ aufgebaut werden, die dann in frither
erliuterter Weise zu den umfassenden Gefiigen R., oder R, und
schlieflich zum R, verallge;neinert und zugleich zusamm_engefaﬂt
werden. Und fiir diese Gefiige werden die formalen Geriiste der
entsprechenden B bis zum allgemeinsten, dem R,,, aufgebaut.




V. Die Beziehungen zwischen Raumerkenntnis und Erfahrung.

a) Die Quellen der Erkenntnis vom Raume.

_ Nach dem so gewonnenen Uberblick iiber die drei verschiedenen
Bedeutungen des Raumes und die bei jeder dieser Bedeutungen vor-
liegenden Arten von Raumgefiigen, insbesondere das topologische und
das metrische Gefiige, kann die Frage nach -der Abhingigkeit der
Raumerkenntnis von der Erfahrung und allgemeiner nach den Quellen

* dieser Erkenntnis beantwortet werden.

Die Lehre vom formalen Raum bildet eine Weiterfiihrung eines
besonderen Gebietes der Beziehungslehre; ihre Sitze sind ebenso wie
die der Zahlenlehre aus den Grundgesetzen der deduktiven Logik
abgeleitet und von der Erfahrung ginzlich unabhingig.

Beim Anschanungsraum liegt die Sache nicht so einfach. Die
Lehrsitze werden hier rein begrifflich aus gewissen Grundsitzen ab-
geleitet; die Frage ist also nur noch, worauf sich die Erkenntnis
dieser Grundsitze griindet. Hier haben wir unterschieden zwischen
den Grundsitzen im engeren Sinne und den Forderungen. Jene
bilden den Befund einer bestimmten Art der >Wesenserschauungc
(im Husserlschen Sinne) und sind daher wie alle Erkenntnisse dieser
Quelle nicht auf Haufung von Erfahrungstatsachen angewiesen, daher
_ nicht als Erfahrungserkenntnisse zu bezeichnen, aber auch nicht un-
abhingig von jeder Erfahrung, insofern sie an irgendwelchen Vertre-
tern der betr. Art von Gegenstinden gewonnen werden. Die For-
derungen dagegen sind nicht Erkenntnisse, sondern Festsetzungen,
die getroffen werden, um ein geschlossenes Gesamtgefiige >Raumc
aus jenen Erkenntnissen zu gewinnen, die ihrem Wesen nach auf ein
nicht vollstindiges Gebiet beschrinkt erscheinen. Fiir diese Erwei-
terungen zum vollstindigen Gefiige zeigten sich verschiedene Moglich-
keiten. Der topologische Raum stellt das ihnen allen gemeinsame
dar und ist deshalb als Form des in der Wesenserschauung des Rium-
lichen Falbbaren anzusehen. Die metrischen Anschauungsriume da-
gegen sind auch noch von der Wahl jener Festsetzungen abhingig;
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daher fehlt ihnen die dem topologischen Anschauungsraum wie allen

"dieser Quelle entstammenden Erkenntnissen zukommende Eigenschaft

der unbedingten Giiltigkeit.

Die Erkenntnis vom Gefiige des physischen Raumes ist Erfah-
rungserkenntnis: sie ist. gegriindet auf den >Tatbestand« der Erfah-
rung und wird durch Induktion gewonnen, d. h. durch Sammlung und
Verarbeitung von Erfahrungstatsachen, und kann daher auch un-
bedingte Gewifheit nie selbst erreichen, sondern nur sich ihr als
einem Grenzwert immer weiter ndhern. Auf Grund des Tatbestandes
ergibt sich so die Erkenntnis des topologischen Raumes, wihrend die
Verwandlung dieses in eines.der metrischen Gefiige nur durch Hin-
zunahme der frei wihlbaren Mafisetzung mdglich ist. -

Wir haben bisher die Kantischen Ausdriicke der apriorischen
und empirischen Erkenntnisse und der analytischen und synthetischen
Urteile absichtlich vermieden, teils weil sie nicht von allen Seiten in
gleicher Weise gedeutet und angewandt werden, teils auch, weil mit
Hilfe der andern gegebenen Begriffsbestimmungen der Sachverhalt
in unsrer Frage schirfer ausdriickbar scheint. Um aber die Stellung
zu Auffassungen, die sich jemer Begriffe bedienen, insbesondere zur
Frage der synthetischen Urteile apriori, dentlich zu machen, sei kurz
angefithrt, wie sich die.Ergebnisse der vorstehenden Untersuchungen
zu diesen Begriffen verhalten. Auch hier ist wieder nur die Frage
nach den Grundsitzen der Raumlehre zu stellen, da die Lehrsitze
aus ihnen ohne Mithilfe der Anschauung noch der Erfahrung ab-
geleitet werden.

Die Grundsitze iiber den formalen Raum sind offenbar apriori.
Sie sind nicht synthetisch, sondern analytisch, da sie sich lediglich
aus den logischen Grundsitzen ableiten und daher von jedem in
ihnen vorkommenden Begriff eines »Raumgebildes< (in dem formalen
Sinne) nur das durch seine Begriffsbestimmung schon Gesetzte aus-
sagen. Die Grundsitze des Anschauungsraumes sind gleichfalls
apriori. Nach der bekannten Unterscheidung Kants zwischen dem
sder Erfahrung Entspringen< und dem >Anheben mit der Erfahrungc
bedeutet dies ja nicht: ohne Erfahrung erfallbar, sondern: »>unab-
hingig von der Menge der Erfahrung< (Driesch) und steht deshalb
nicht im Widerspruch dazu, daf zu der Wesenserschauung das Ge-
gebensein von Erfahrung, entweder unmittelbar in der Wahrnehmung
oder mittelbar in der Vorstellung, erforderlich ist. In diesen Grund-
sitzen des Anschauungsraumes haben wir die von Kant behaupteten
synthetischen Sitze apriori vor uns. Dasselbe giit aber nicht all-
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gemein fiir die aus ihnen abgeleiteten Lehrsitze, sondern nur, soweit
sie den topologischen Raum betreffen; denn diejenigen, die sich auf
einen der metrischen Riume beziehen, sind nicht nur von den Grund-
gitzen, sondern auch von den Forderungen abhingig, auf Grund
. deren das vollstindige Gefiige des Anschauungsraumes sich ergibt,
also von Bestimmungen, die nicht Erkenntnisse apriori sind, weil
iiberhaupt nicht FErkenntnisse, sondern Festsetzungen. Kants Be-
hauptung ist also zwar richtig, aber nicht fiir den ganzen Bereich
derjenigen Sitze giiltig, auf die er selbst sie bezog. Schlieflich sind die
Sitze iiber den ph ysischen Raum ebenfalls synthetisch, aber sicherlich
- nicht apriori, sondern a posteriori, nimlich auf Induktion beruhend.

Abgesehen von den durch wahlfreie Setzungen hinzukommenden
Bestimmungen sind also die S#tze iiber den formalen, den physischen
Raum und den der Anschauung bezw. analytische Satze apriori, syn-
thetische aposteriori, synthetische apriori. Die seit langer Zeit ge-
fithrten Auseinandersetzungen zwischen Mathematikern, die Kants Be-
hauptung bestritten, und Philosophen, die sie verteidigten, haben
offenbar deshalb zu keinem Ergebnis filhren konnen, weil auf beiden
Seiten nicht von dem gleichen Gegenstande die Rede war. Die
ersteren hatten teils den formalen Raum (z.B. Couturat), teils den
physischen (Riemann, Helmholtz, Poincaré) im Auge, die letzteren
d-n Anschauungsraum. Somit hatten beide Teile Recht und hitten
sich leicht einigen konnen, wenn iiber die drei verschiedenen Beden-
- tungen des Raumes Klarheit geherrscht hitte.

Um anstelle der Unterscheidung apriori-aposteriori wieder auf
unsre Begriffsbestimmungen zuriickzugreifen, konnen wir die denk-

mifigen (d. h. Begriindung angebenden) Quellen einer Erkenntnis

durch eine Formel ausdriicken, wobei durch W,, S, bezw. T, aus-
gedriickt werden soll, da8 die betr. Erkenntnis auf Wesenserschauung,
wahlfreier Setzung bezw. dem Tatbestande der Erfahrung beruht,
und durch W, S, bezw. 7, dal die Erkenntnis frei von diesen Be-
stimmungen ist. Die Sitze iiber die verschiedenen Raumarten haben
dann folgende Quellenformeln:

’ Rnt’ Rat’ (an) : n’x‘go To

 RB,,(8u): WST,

'Rxlt : W:‘go -To

:lt: Wx‘so T o

B : W5, T,

a”t : mSO Tl

R, : W8T,
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W tritt itberall auf, ist aber nur in den letzten Fillen eigentlich
>riumlicher¢, in den beiden ersten dagegen formaler Art (Husserl:
>formale Ontologie<). Von S ist R,, dann frei, wenn dieses Gefiige
aus R, abgeleitet ist und dadurch ununterbrochene Verbindung mit
den logischen Grundgesetzen hat, dagegen nicht, wenn seine Grund-
sitze selbstindig aufgestellt werden als auf frei wahlbaren Festsetzungen
beruhende formale Bedingungen eines Beziehungsgefiiges. DaB letz-
teres Verfahren in der Regel angewandt wird, ist oben besprochen
worden (S. 14). Dafl R, frei von S ist, obwohl mit Hilfe der nach
freier Wahl festgesetzten Forderungen aufgebaut, beruht darauf, das
dieses Gefiige nur diejenigen ridumlichen Bestimmungen enthilt, die
bei jeder der verschiedenen mdglichen Festsetzungen sich ergeben,
also nicht abhiingig von der Wahl der Festsetzungen ist.

b) Der Raum als Bedingung der Erfahrung.

Nach Kant ist der Raum die Bedingung zur Moglichkeit jeder
(duBleren) Erfahrung iiberhaupt. Gilt dies fiir die rdumlichen Be-
stimmungen aller von uns unterschiedenen Gefiige? Um das zu ent-
scheiden, ist zu iiberlegen, welche ridumlichen Bestimmungen not-
wendig in jeder (duleren) Erfahrung anzutreffen sind, also auch
dann, wenn diese noch nicht auf Grund der frei gewihlten Bestim-
mungen in eine iiber die notwendige hinausgehende, besondere
riumliche Form gebracht worden ist. Nun haben wir die Erfahrung,
soweit sie nur in der eindeutigen, notwendigen Form vorliegt, die
keinerlei frei gewihlte Festsetzung enthdlt, »>Tatbestand< genannt.
Demnach konnen nur die im Tatbestand enthaltenen riumlichen Be-
stimmungen Bedingung zur Moglichkeit der Erfahrung sein. Und
das sind, wie wir gesehen haben, nur die topologischen, nicht aber
die projektiven und vor allem nicht die metrischen Beziehungen.

Man hat die Umformung einer Tatbestandsaussage von einer
metrischen Raumform in eine andere, z. B. von der euklidischen in
eine der nichteuklidischen, treffend mit der ﬂbersetzung eines Satzes
von einer Sprache in eine andre verglichen. Wie nun der eigent-
liche Sinn des Satzes nicht seine Darstellung in einer dieser Sprach-
formen ist, wonach dann seine Darstellung in den andern Sprachen
als abgeleitet und weniger urspriinglich erscheinen miilte, sondern
nur das an ihm, was bei der Ubersetzung unverindert bleibt; so ist
auch der Sinn jener Tatbestandsaussage nicht eine ihrer metrischen
Darstellungen, sondern das, was allen diesen gemeinsam ist (die

Kantstudien, Erginzungsheft 56, 5
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>Invarianten der topologischen Transformationenc<), und das ist eben
ihre Darstellung in der blof topologischen Form.

Bei der Behandlung dieser Frage ist hiufig mit Recht darauf
hingewiesen worden, dall jene >transzendentale Funktion< des Raumes,
die Erfahrungsbegriindung, nur einer eindentigen Raumform zuge-

schrieben werden konne und daB daher die nichteuklidischen Raum-

formen hierfiir nicht in Betracht kommen Lkonnten. Aus dieser
richtigen Behauptung darf aber nicht der Schluf gezogen werden,
daB folglich nur der euklidische Raum jene Stelle einnehmen kinne.
Denn dieser Raum ist jenen nebengeordnet, und ihm kommt ebenso
. wenig oder ebenso viel Eindeutigkeit zu wie einem einzelnen der nicht-
euklidischen Riume, etwa dem mit dem iiberall gleichen Kriimmungs-
mall —20. Der richtige Schlufl aus jenem Vordersatz kann vielmehr
nur auf den topologischen Raum gehen, denn nur dieser ist sowohl
jenen iibergeordnet, als auch vollkommen eindeutig: der Tatbestand
der Erfahrung kann nicht in mehreren verschiedenen topologischen
Formen erscheinen.

Die topologischen Raumverhiltnisse, die die Bedingung der Mog-
lichkeit jedes Erfahrungsgegenstandes bilden, konnen nicht die des
physischen Raumes sein, da dieser nicht unabhingig vom Tatbestande
der Erfahrung ist, sondern den nicht notwendigen, nur wirklichen
Befund zur Darstellung bringt: dieses bestimmte physisch-raumliche
Gebilde steht zu jenem in einer bestimmten topologischen Beziehung
. (des sich Beriihrens, des Zusammenhangs, des Eingeschlossenseins usw.).
Die Bestimmungen des topologischen Anschauungsraumes, in ihrer
Erfahrungsunabbingigkeit und in der auf Grund ihrer Erkenntnis-
quelle ihnen zukommenden Allgemeingiiltigkeit, und infolgedessen
auch die des formalen topologischen Raumes, jenes allgemeinen Be-
ziehungsgefiiges unbestimmter Dinge, von dem der topologische An-
schauungsraum einen bestimmten Einzelfall bxldet konnen allein jene
erfahrungstiftende Geltung haben.

Die vielumstrittene Frage, ob die Dreistufigkeit des Raumes mit
zu diesen Bestimmungen gehére, die Bedingung jedes Erfahrmigs—
gegenstandes sind, ist zu verneinen. Wie wir beim Aufbau des An-
schauungsraumes gesehen haben, stellt sich als Ergebnis der An-
schauung heraus, dag die rdumlichen Gebilde des Anschauungsbereiches
bis zu drei Abmessungen haben. Bei der Erweiterung dieses Bereiches
zum Gesamtraum zeigt sich aber, daB, wenn ein Gebilde von % Ab-
messungen vorliegt, zwar der Schluf moglich ist, dal das Gesamt-
gefiige, dem es angehort, mindestens & Abmessungen hat, aber die
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obere Grenze der Zahl der Abmessungen des Gesamtgefiiges nicht
erschlossen werden kann. Aus jenem Anschauungsbefund folgt also
nur, dal der Gesamtanschauungsraum mindestens drei Abmessungen
hat. Noch weniger ist sicherlich aus der Erkenntnis des physischen
Raumes, die ja keine Notwendigkeit, sondern nur Erfahrungswahr-
scheinlichkeit besitzt, oder aus der des formalen Raumes, fiir den
ja offenbar die Zahl der Abmessungen nicht beschrinkt ist, der
Schluft moglich, da es Bedingung zur Moglichkeit eines jeden Er-
fahrungsgegenstandes sei, hochstens drei Abmessungen zu haben.
Auch die Auffassung, daB dieser Schlull daraus zu ziehen sei, dafl
nur durch die Dreistufigkeit der rdumlichen Gebilde die Eindeutigkeit
der Erfahrungsbestimmung gewihrleistet werde, trifft nicht zu. Viel-
mehr ist gerade umgekehrt bei Zulassung einer oberen Grenze der
Anzahl der Abmessungen die Raumbestimmung vieldeutig, entsprechend
der Vielheit der Moglichkeiten solcher Grenze; und zur Vermeidung
dieser Vieldeutigkeit ist die unbeschrinkte Anzahl der Abmessungen
als moglich zu fordern, sodaf beliebig viele Abmessungen des Erfah-
rungsgegenstandes mit seiner Moglichkeit als eines solchen vertrig-
lich sind.

Es ist von mathematischer und philosophischer Seite schon mehr-
fach dargelegt worden, daB jene Behauptung Kants iiber die Bedeutung
des Raumes fiir die Erfahrung durch die Lehre von den nichteuklidi-
schen Riumen nicht erschiittert wird, aber von dem dreistufigen,
euklidischen Gefiige, das Kant allein bekannt war, auf ein allgemei-
neres iibertragen werden muff. Auf die Frage, welches dieses nun sei,
lauten die Antworten aber teils unbestimmt, indem nur einzelne Merk-
male des dreistufigen, euklidischen Gefiiges als verallgemeinerungs-
bediirftig hingestellt werden, teils widersprechend, hauptsichlich infolge
Nichtuntewscheidung der verschiedenen Raumbedeutungen und nicht
geniigender Klarheit iiber das begriffliche Verhdltnis der Raumarten
selbst, insbesondere das Verhiltnis der metrischen zu dem iibergeord-
neten topologischen. Nach den vorstehenden Uberlegungen mufi der
Kantischen Auffassung beigepflichtet werden, und zwar ist dasjenige
Raumgefiige, das anstelle des von Kant gemeinten die erfahrung-
stiftende Bedeutung besitzt, genau anzugeben als der topologische
Anschauungsraum mit unbeschrinkt vielen Abmessungen (R,,); damit
werden nicht nur die Bestimmungen dieses Gefiiges, sondern gleich-
zeitig - auch die seiner Ordnungsform, des R, zu Bedingungen der
Moglichkeit eines jeden Erfahrungsgegenstandes iiberhaupt erklért.
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Anhang II.

Literatur-Hinweise.

»[50] 200« bedeutet: Seite 200 in Nr. 50 des vorstehenden
Literatur-Verzeichnisses.

I. Der formale Raum.

(Zu Seite 7). Allgemeines. Die Behandlung des formalen Raumes geht
urspringlich auf Leibniz zuriick: [147), [149], (152), 5. a. [146], vgl. [6] II 93 F,
[?2) 105ff. Die formale Geometrie galt Leibniz als Sonderfall der von ihm ge-
Planten »mathesis universalis«, einer allgemeinen Lehre, die das Formgesetz jeder
inhaltlich besonderten Lehre darstellt: (151], vgl. Couturat [30) 283 —322, 388—430,
.Husserl [118] 219 ff, 247ff. und Cagsirer [24] 1I 60fF, [25] 120 f,. Wesentliche
Schritte zu diesem Ziel sind aber erst in den letzten Jahrzehnten gemacht worden,
durch Aufbau der formalen Beziehungs- oder Ordnungslehre mittels eines dem
mathematischen nachgebildeten Verfahrens, s. Royce [216) 138, Giatschenberger
[75] 110~128  Vgl. hierzu die folgenden Werke und die za den einzelnen unten-
stehenden Punkten genannten. :

Eine gute Uebersicht gibt vor allem Couturat [37], der iiber die Arbeiten
von Rassell [218], Whitehead [268] u. a. berichtet; noch kiirzer die Besprechung
der Hauptfragen aus [31] und [218] bei Cassirer (23]. Whitehead u. Russell [270]
st das grundlegendste Werk dber den Aufban der formalen Logik, Beziehungs-,
Reihen-, Zahlen und GréBenlehre; Bd. IV itber Geometrie noch nicht erschienen.
Das Werk ist anscheinend in Deutschland weit weniger bekannt als die dlteren
[218] u. [268), auf deren Vorarbeit es aufgebaut ist; doch bleibt daneben [268]
wegen der ausfihrlichen Anwendungen auf Geometrie und Mechanik, and vor
allem [218] wegen seiner grundsitzlichen, logischen Erorterungen wichtig. - (31],
[218] und [970] sind auch zu allen folgenden Abschnitten fiber den formalen Raum
in erster Linie heranzuziehen.

Hilbert [110] kann als Behandlung des formalen Raumes gelten; so aufge-
faBt in [25] 128, [40] 6, [260] 116; siehe jedoch auch unter II, Ansch.-Raum.
Ueber die Unterscheidung der beiden Gesichtspunkte vgl. die Kritik von Frege [73].

GraSmann [84], [85], [66], dazu [269], [222], [30] 529 ff,, Riemann [R15],
Vablen [252), Peano [195), [194), [195&, Whitehead [269], Veronese [254], Weli-
stein [260] 33—123, Husserll [118] 248 ., Cassirer [23] 27 ff., [25] 88—182, Schlick
[223) 804 Ferner: [232], (96) 209 f., %ss][ 100—368, (89], [175] 377 f,, [176),
(277), [73], [143], [274), [263), [263] 64 K, [219], [65] 8 f, 18 &, [182] 1340,
127--147,[198] 195, [106] 23.

Ueber die Zurickfibrung von Arithmetik und Geometrie auf Logik und
Beziehungslehre vgl. aber auch die kritischen Bemerkungen: Jakowenko
E123 , Poincaré [206] 128—180 u. d. Anm. v. Lindemann dazu, [205] 8—25, Klein
136] 1L 405 f., GeiBler [80), Aster [2] 252 fF.

(Zu allen folgenden Abschn. des Kap. I auch [31] [218] u. [270]1).

(8. 9). Urteile. Couturat [34), [33] 139—158, Schréder [231], [238] 1I,
[433), Peano {193) 71, {197) § 1, Cohn [29] 48 f, 53, Mally (163)].
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i i i I8, (69},
. B ffe. Unsre Ableitung in Anlehnung an Frege (71] X
[(70] Séhg%w]' :.ga: ihuch {4). Unsre Begriffslehre entspricht daher der »Klass eun_-
Jehrec: Couiurat (34], [33] 158—162, Schroder [233], Peano [197] § 1, Mally
[263) 8 ff., Royce [216]) 104 ff., Konig (141] 33 ff., Ru§sell [219] 249 ff, .
Hier ist nur die eine Seite des Begriffes, namlich seine Umf a.ngsfunktl&m,
verwendet. Diese Klassenlehre muB daher ihre notwendige Krginzung entweder
in der schon weit ausgebildeten Urteilslehx('; (8. 0) ogez a.u(t:l_l in ?ﬂerel;esogggzzlf
Begriffsinhalt, d.h. von den Gegenstandsbestimmungen, ;
{"_,;11.11'&;:;11 z. gf:rﬂusserl {117), Mally [2163) 77, Dingler [43]), Géitschenberger [75]
110 ff. ; aber auch: Couturat [30] 387. : o
(S. 10). Beziehungen. Schroder [232] III, [233], Frege [71] 18, gt;—_
turat [3&] 172—182, Royce [226] 95 ff., Russell (221) 47 ff, [219) 251 ff.,, Cassirer [95 ]
410, [25) 48 ff, Cohn [29] 119, 125, Ostwald [185) 250 ff,, [184] 70— 95,
Dingler (41) 7f., Gatschenberger [75] 43, 114 ff. -
(S. 12). 'Anzahl. Dedekind [36], Frege [71]I, bes. 57 f., [72), (68, §chr232t
(232 I "Couturat (33) 180, Russell [219] 256 ff., Hausdorff (96] 451f, Klein [179%
I 26 ff, Weber [257] 3f., Kerry [127] 38 ff.,, Voss [256] 33 . — Nat%rg)ﬁ[
103 ff,, [178] 181 &, Cassiter [35] 53 f, Cohn [29] 158, Driesch [50] 95 f7.
Zur Kritik vgl.: Husserl [116] 103—137, Weyl [263]. S amd.
Ableitung nicht aus der Beziehungslehre, sondern aus eigenen ‘ru
sitzen: Stolz [247] 14, Peano [196], [197] § 2, Hilbert [121], [112].
(S. 12). Reihen. Frege[67a] 551f., [71] 59 ff.,, Veronese [254) 19 fF., Ke‘;g
[127] 921, Russell [219] 259. — Natorp [179] 98 ff,, [[17a] 3&?4 ff, Cassirer [25]
49, Konig [141] 45 ff., Royce [216] 111 £, Ostwald [185] 265 .
,(s 12). Ordnungszablen. Fregio [71], %zugdogzg?é‘;gﬂ‘ﬂ’., Kerry [227]

- , 9] 103 ff,, Cassirer [25] 50 ft. nig r .

o Krilg??rgex[: 111‘131 logiscimn Ableitung der Zahlenlehre : Rickert [211], Nelson

413 ff.,, Hartmann [94].

[180](8 12f). Mengenlehre. Begriindet von Cantor [20], [21]. ngfaf,gse;éic?
Zusa.mu;enstellung: Schoenflies [.2.2}.19], [§30]; da.sHbzzf;l bIéﬁng;gg]: }%‘al.‘l;’sénc}); : E6757

iicksichtigung logischer Fragen: He erg [108], ,
gg?tzg::e[girg%lm_cﬂxog'u&l. auch: Schoenflies [228], Klein [156] I 548 fi,, Vol
[256) 65 ff., Cassirer [23] 21 ff, [25] 55 ff,, Konig [141]. I

Krit, Bemerkungen. Natorp [2179] 165ff,, Weyl [26'3(]1, [ .)g, iichen
[275], GeiBler {80] 96 ff,, Cohn [29] 188 ff., Bergmann [9]. Vgl. dazu a ;; ach
Bernstein {11]. Ueber die sog. Paradoxien urnd ihre Losung: Russell [219],
melo (ol i irrati Zahl Dede-

. Stetigkeit, Kontinuum, (irrationale Zahlen).
kind E? " sntor [20] § 9,10, [21) 10K, Frege [72] 1L, Bolaaao (14] 72 ;t(;.],
Du Boig-]l,'m‘.. [12] 178, Stolz [248] 19, 46 ff., Kerry [127] 135 ff, %12 [VOB
1 771, 557 ff., [134] 234 fF,, Veronese{ [25]4]3183 ffﬁ Px:.;\r;cf)f %g]ngg;' e

o f. — Hessenberg [107] 177 ., [108] 531 ff, Hausdorff | £,

{de]stzé’r ' Wef){eissfenﬁe] 'gM[ ff, ]Russell [221] 127-—152. — Cassirer [23] 12, [25]

rbertz [105) 16f., Henry [10] 57 . e ]
e .’Z%irlg;tizti[ k der formalen yAbleitungh d[et ]Stglggé:elté hlVeE%] [ggg]t’f [?gaii':

Driesch [50] 102 fl., Co g
Natorp [179] 172—193, [178] 881, C C e L e § 66, 1,
99 ff, [121), Schmied-Kowarzik [225] 111 ff, Sig ,

lIfIr:x?lfel[I[‘g% 46, 5,9,[Ber]gmann [9] 78 f,, Wernicke [262] 66 ff., Henry [104] 64 .,
Schmitz-Dumont [227] 116 f.

(S. 18). Mehrstufige Zahlengefiige: Weierstra8 [258]. Der Rali m ;4}9§
Gefﬁg'e komplexer Zahlen: Riemann [274], Hankel [92] 99 ff, Stolz [175j|
277 ff,, Burkhardt [19], Wellstein [260] 83 ff., Couturat [31] 141 fF, Natorlp [243i
377, [177], Hilbert [110) 34 ff. — Vgl. aber auch: Coha [29] 212, Stallo [243]
256 f, Wundt [273] 513 £, GeiBler [80] 55 ff. . '

(S. 14). R, (vgl. auch unter: II, Begriff d. Topologie, S. 82): lﬁ,xema&lp
{215] Tietze [255] R. GraBmann [90] (aber nicht: H. Grafmann [84]). errzu9 ‘1;.
Lehre von den ,Punktmengen: Schoenflies [229], [230], Hausdorff [96] 209 ff.
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dorfF [B;,, (2vsg7l auch unter II: Begriff d. proj. Geom., 8. 81): Pieri [158]. R,,,: Haus-
. (8. 14f). R,;: Enriques [57). R,,: Veblen [253 i
Whitehead [269]. Ry, : GraBlins,n::] H. jr. [64]. [268), Wellstein [203) 1631,
(S. 16ff). Fiur die vielfache Anwendbarkeit d

Raumes auf die geometrischen Gebilde (des Anschanungsraumesf sgibioer?llasﬁiz
[205) eine ganze Reihe von Beispielen ; ihm ist unser Beispiel 4 (8. 19) entnommen;
s, a. Maller [174] 11 fF. Die Anwendung des formalen Raumes auf nicht-réum-
liche Geggnstﬁlnd.e kommt in der Literatur nicht vor; sie soll hier (Beispiel 1 u
2) nur die vollige Unbestimmtheit der Beziehungsglieder eindringlicher veran-
schaulichen. Vgl. auch Frege [73] und dazu Korselt [243].

(S.. 22). il. Der Anschauungsraum.

Anschauvung, Wesenserschauung: Husserl [97] bes. 1 3
. a - - : N 0 ﬂ.. A

(2] 181 f.; im ibrigen 5. u. Va, 1) synth. Urt, apr. Hilbert[ [8?9] 1 »logisc]’le AB:;]-'
lyse der réumlichen Anschauunge, vgi. aber oben: form. Raum.

Gegensatz zum formalen Raum: GraBmann [61 :
sGeometnq — Ausdehnungslebre, formale Wissenschafte; [erfi-cﬁxgé u.91? :
»Mathqma.tlk des Extenvaep — allg. Mathem. als Formenlehre«; Riehl [[21.2 169:
;riu‘mhche .Mapmg_fg.ltlgke_lt_ — Mannigfaltigkeiten ﬁberhauptz; Enriques [5!
83% I}spaz]lo Intuitivo (visivo) — sp. analitico«; Stallo [243] 278, Konig [140
Sk, orselt [143]; Geyser [82] 287: sRaumbestimmtheiten der sinnfélligen An-
schatung — mathem. Stellenordnungssystem einer Zahlmenge«; Schlick [223] 211:
ﬁbeit;nfl Ozzjsggaushfl)g rauo?hcl;erf(}ebilde — System reiner Urteile n. Begriﬁ‘e«;

. ellien [2 . i i i
Gontoros e e [123 £]' 8] 46 f. Ueber die Beziehungen der Mathem. zu beiden

Unterrchied zur empirischen Anschauung: Nelson [18

Vom »Anschauungsraum« zu unterscheiden ist delg :physiolo[gisﬂlse’lseeﬁ}g;;z}
vgl. z. B. Sterneck [246]: der diesem Sebraum (sspace of sighte) bei Russell
220] 48 f, gegeniibergestellte »physikal. Ranme . (»physical space«) entspricht dem

fdnulggsgefqge B mit besonderer Ricksicht auf seine Anwendung auf R’ und
B”; die gleiche Bedeutung haben bei Schlick [223] 215f. »Gesichtsraume —
;ﬂi{sxk?liszlll,-&b,)elt(tlaerdliaum«. ‘I"‘erner ist_auch mit unserm »Anschauungsraume«

gleic eaten er von Yeron i

ansermt gy, Rown: B entonercht ese [254] 225 so bezeichnete Raum, der

(8. 23). Ungenauigkeit der Anschauung: i
e g: Klein [132] XXXVII
5;1, [133a] 85, |154] 7£, 18f, 39 ff, [135], Holder [113] 66, [Weu]stein [260]
180, Enriques [58] 273 ff, Study [249] 64, Christiansen [27] 31. Dagegen:
Nelson [180] 407, [181] 103 f,, GeiBler [80] 39.
Beschrinktheit des Anschaunungsgebi : i
des gebietes: Klein [736] II 389
[135]), Pasch [190) 18f, (hier ist ubter sempirischer Beobachtung«[Aggchauung’
;e;:zta:;gfné o((l:;nn _olﬁ:vohl als lf:rkex;]ntnmquelle falschlich die Erfahrung angesehen
picht vom i i Schmi i
Ton. et () oo physischen Raum die Rede), Schmied-Kowarzik [225]

(8. 24). Unmoglichkeitder Begriffsbestimmung: Wellstein 2%
: 260
gz,x %ﬁsth gﬁ\:gi]‘pw[tz’}o]()gut%at [3;{1] 138, Driesch [50] 109,g Verone’sz [254%
. ) 3 , Wernicke [262] 73, Schiick 5 ]
Dagegen: Geiller [80] 181., 30 ff. Le6d] chlick [232) 213, [324] 78.
(8. 24). Die Grundsitze. In erster Linie: Hilbert [170]; vgl. hi
Frege [73] und Korselt [143). Euklid [65], [67] 6—14, Pasgh JJbOH,g.K;ﬁli:;
[128&&1&'., [128b] 128 ft,, Lie [153] bes. 461, Whitehead [269] 7ﬂ£., Schur [235]
2 ff., Mollerup [170] 4 ff., Klein (134] 15, Veronese [2564] 15 fi., Enriques [59] 10 ff,,
Couturat &31] 192, Veblen [253] 376 ., GeiBler [79]). — Poincaré [204] 49 £, Cohn
[29] 208 11, 228 ff, Husserl [119] 185, Nelson [180] 881 f, Hessenberg [106], Ost-
wald [185) 373 ff., Wernicke [261] 25 ff., [262] 73 ff., Gerstel [81], Henry [104] 301
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(S. 26). Zur Frage der Erweiterung des Raumgebietes: Killing
{1.28&] 14ﬂ.ﬂ‘., [229] 1, s. bes. 80 ff.,, 849, Pasch [790] 19, Kerry [127] 82 ff., Driesch
50] 109 ff.

L (8. 27). Im Kleinen gilt die euklidische Geometrio: Riemann
]1?15] 12, Killing [198a] 13. Inbezug auf den physikal. Raum der allg. Relat.-
heorie (s. u. 1l 8b): Weyl (267] 25 ., Cassirer {25] 144, Reichenbach [209] 30.
S. 27). Das Riemannsche >Krimmungsmafc des Raumes. Riemann

[225] 18 £, Helmholtz [99] 17 f., Killing [128a] 13f.

Das Krimmungsma8 wird sehr baufig miBverstanden als Richtungs-
anderung, so z B.: Lotze [160] 263, Pietzker [202] 15 und aberall, Kirsch-
mann [130] z. B. 354, 362, Riehl [212] 176 ff., Schmitz-Dumont [227] 150, Geifler
[80] 58, Driesch [49] 40 f., Medicus [164] 28 Anm., [165] 12 f, Natorp [179] 296,
300, Weinstein [259] 86, Isenkrahe [1.20] 32 ff., [122] 74, 114 f,, Cornelius [29a) 219.
Vgl hieriiber: Helmholtz [102] 398, Christiansen [27] 189, Hartmann (93] 876 f,
Born [17] 229. .

(8.28f). Die metrischen Raumarten (nichteuklidische Geo-
metrie). Besonders: Wellstein [260] 60 f., Klein [132}& [133], Killing [128a],

129], Liebmann [154]. Ferner Vahlen [252] 237—298, Mollerup [171], Veronese
E254} 413 ff,, 482 1., Simon [241], vgl. auch das Schema bei Heymans [109] 176.
Grundsiatzliches: Helmholtz [99] 18f., Poincaré [204] 36 ff., Klein [736] II
390 ff., Study [249] 93 ff, 105 ff,, Russell [217], Geiringer [78]. Von uns nicht
behandelte Raumarten: Hausdorff {95], Killing [729].

Zur geschichtlichen Entwicklung: Bonola [75], [16}, Engel [56].

Euklid [65], Simon [242), Lobatschefskij [157), {158), Bolyai [15], Gauf
[771, (767 167—268. :

Der Irrtum, als kénne die nichteuklidische Geometrie nur
unter Bezugnahme auf die euklidische definiert werden, ist weit
verbreitet, s. z.B3.: Delboeuf [28] 69, Kirschmann [750] 354, 862, Riehl [212]
178 f.,, Sigwart [240] 81, GeiBler [80] 52 f.,, 84, Konig [140] 89, Medicus [265] 12 £,
Aster [2] 242, Cornelius [29a] 218, Driesch [50] 115. Dagegen: Russell [217]
109, Wellstein [260] 152, VoB [256] 91, Christiansen [29 138f.

(S. 29). Homogeneitit und Isotropie; ongruenzraume, (kon-
stante Krimmung). Riemann [275] 14f, Helmholtz [97] 219f, Poincaré
[204] 34, 40 ff, auch 65f, Lindemann Anm. 34 dazu [204] 288. (Eine engere,
nicht iibliche Bedeutung der Homogeneitit: Cohn [29] 247, Delboeuf [18] 63, 70,
hier unterschieden von Isogeneitit — Homog. in unserm Sinne; eine Weitere, auch
fiir einen Raum ungleichen Krimmungsmafles geltende Bedeutung: Reichenbach
[209] 281.).

Der seltsame Irrtum, alsseinurdereuklidische Raum homogen,
ist auf philosophischer Seite sebr hiufig anzutreffen: Lotze [160] 266 f. (s. hierzu:
Russell [227] 107), Pietzker [202) 29, Konig [140] 29, Natorp {179] 807 £, Cassirer
[25) 1451, [26] 104, 118, Driesch [50] 113, 91.

(S. 30). Aufstieg von den dreistufigen, metrischen zu allgemeineren
Raumarten.

(8. 81). RI, Begriff der projektiven Geometrie. Die projektive
Geometrie als reine Lagegeometrie geht zuriick auf Leibniz’ Plan einer Analysis
Situs [150], [144] 69 ff.,, [148), [149], vgl. Couturat [30] 388—430, Cassirer [24]
65 1. ; hier werden keine MaBbegriffe benutzt, wohl aber die Begriffe Gerade und
Ebene. Deshalb ist die projektive Geometrie als Verwirklichung des Leibnizschen
Planes anzusehen, nioht die haufig auch Analysis Situs genannte Topologie (s.u.);
vgl. hierzu: Couturat [31] 146, [30] 429. — Steiner [245], Staudt [244], Reye [210],
Pasch [190] 4—100, Vahlen [252] 55—169, Killing [129] 197 ff, T1 73 ff, Russell
[218] 381 ff,, [217) 117—147, Klein [137] 10 f., Enriques [59] 70 ff., Veblen [253],
Wellstein [260] 152 ff. ‘

Projektive Geometrie als Verallgemeinerung der metrischen:
Killing [128a] 112, Wellstein [260] 1562 f,, Vahlen [252] 8. VI{., Lindemann Anm.
24 zn [204] 278; Cassirer [25] 99 ff, 115 ff. (in- diesen wichtigen Ausfihrungen
wird die Veraligemeinerung mit Hilfe der Transformationsinvarianten nur bis zum
projektiven Raum gefithrt ; dasselbe Verfahren bildet einen sebr geeigneten Weg
zum topologischen Raum).

Kantstudien, Erginzungsheft 56. 6
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(8. 81) Ry, Begriff der Topologie. (Auch »Analysis Sit
;gl. [a'éboe;i o5lgen 6 1proj. RG'eom.). Eet}litur;;t (31] 134 fF, Poinca.{é [2015]“4'*8 gfn{a;org ]
—61. — Riemann nri . i
[151) 230, [1836] f!l 2?7 b 1, ques [59] 59 ff., Dehn [37], [38], Klein
ur Stufenfolge: metrischer, projektiver, topologi
Raum. Klein [136] II 294 ff., Enriques [61] 121, [58) 323: [59Jp56 ?1'8 tscher

(8. 81). Mehrere Abmessungen. Allgemeines (auch Gesch. it.):
Elezt.g;][fgg]ﬁ' 1;;.;,,: II{-I_elallmboE;zzs[Qﬁ]Bl%"l-—%()Iz, 1}Zeronese [.2(54] 567—627’H.K1i,11|ti,3g_
. R, Killing a] 83 ff. : Poincar i

(Vgl. auch oben u’:ﬂ:er: Rym, Bup, Rp). M ¢ [207) 97 &, Tietze (250}
Versuche, die logische Unméglichkeit mehrerer Raumab-
messungen zu beweisen (vgl. auch unter Vb: Dreistufigkeit als Bedingung des
Erfahrungsgegenstandes): Lotze [160] 249—260 (vgl. hierzu: Russell [277] 105 ff )
Pietzker [202] 641, 87f., [209), Schmitz-Dumont [226] 45f. Diese Ableitungen
_enthalten meist formale Trugschlasse, die leicht nachzmweisen sind. wenn man
sich vor Voraussetzuogen hitet, die nur fir den dreistufigen Raum g’elten. Voll-
fg:;;ihge Verkennung des Begriffs der Abmessung: Kirschmann [130]. Vgl. Miller

(8. 82). {il, Der physische Raum.

Allgemein: In erster Linie Dingler [40] bes. 14, 116 ff, 137 . 1
und [47a). Helmholtz [103].895 &, Clifford [[28]] 4896, Dittrich [48], e

Teber den logischen Aufbau des R7 aus den Elementen d Sinnes-
wahmghgmngezl:] : Rpsst:]ll [e21)] El§7 ff.,, vgl. Bergmann ]10] 53 ff. A

eber physisch-riumliche Verhédltnisse: Helmholtz [99] 22 f,

Mach [161] 156 ff., [162] 889—422, Euriques [58] 269 ff,, Einstein [52_]]: IJﬁ'. '

Gegeniiberstellung des physischen und des reinen (Anschauungs-
oder formalen) Raumes (s. a. unter 1V: R” als Zweck fir B und R'): Russell
[?18] 372 »geometry as the stady of actual space — g. as a pure & priori sciencee ;
Couturat [81] 221 ff.; Hinstein [54] 5f. spraktische Geomotrie, eine Naturwiss,
— rein axiomatische G., freie Schopfung des menschl. Geistese, [52] 2 »Sitze
iiber die relative Lagerung praktisch starrer hlrper — reine Geomeiriec. ' Na-
torp [179] 3256 >Raumordnung des Empirischen — reiner geometrischer Raume.
Cassirer [25] 246 »physischer Raum der Kérper — geometrischer Raum der Linien
und Abstande« (dort Hinweis auf Leibniz), {26} 75 »sempirischer — reiner
Raume, 108 f. sMaBverhaltnissa des Empirischen — Raum der reinen Anschauunge.
Medicus [164] 19 ff. »Erfahrungsraum — reine Anschauungsforme. Dingler [40]
a. v, 0. »empirische — logische Geometriee. Meinong [166] 92 ff. »unser Raum
der Wirklichkeit und der Physik — Raum der Geometrie«, Liebmann [155] 62.
Enriques _[61} 4 »>physikalischer — anschaulicher Raume, Kleinpeter [138] 81
»Geometrie als Lehre von den riumlichen Eigenschaften der Korper, Teil der
Physik, — Geometrie als formale Wissenschafte. Stady [249] 86 snatiirliche
(konkrete) — abstrakte Geometriee, 64 sempirischer Raum — Raum unsrer Vor-
stellungsweltc. Ostwald [185] 362 ff. »natiirlicher ~— mathematischer Raume.

(8. 83). _Ueber die eststellung der physischen Geraden: Dingler
{40] 17 ff,, Poincaré (205] 44 f., Einstein [52] 8. — Helmholtz [103] 895, Clifford
ig} gg 4f,f Study [249] 97, Wellstein [260] 121, Born [17] 220f, Geiringer

Zum Unterschied von Ger : Klei
XXX o adensetzung und MaBsetzung vgl. auch: Klein [132]

(S. 88f1). Mafisetzung. Die freie Wahlbarkeit wird nicht erkannt bei:
%s;ezl} [217] 81, [220] 49, Holder [113] 5, 80, L. Poincaré [208] 181, Aster

Die MaBsetzung darf sich nur auf ein Punktpaar bezichen, vgl. Einstein
[52] 2f, Schlick [223] 236; nicht auf einer starren Kﬁrper’. wgie es meist
geschieht, so z. B.: Helmholtz [97] 198, 221, Poincaré [204] 62 ff,, [207] 83 f,,
Natorp [179] 820, Dingler [42] 471., 108, [40] 26, 116 ff, [45], [46), [47a), Well-
stein (260} 126, Ostwald (285] 364, Wien [271] 52, Schlick [224] 36.
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Mafisetzung mit Abhéngigkeit von Ort und Zeit (»Bezugsmolluskec): Einstein
[52) 67, Boin [17)] 223.

(S. 39ff). »Tatbestande. Nur raum-zeitliches Zusammen-
fallen (sKoinzidenze) ist physikalisch feststellbar. Einstein [52) 64f., (51)
86, Born [17] 221, Petzoldt [200] 120, Schlick [223] 234 ff., (224) 35f, Cassirer
(26] 84. Daher nur topologischeBestimmungen cindeutig: Poincaré
{205] 48 ff.,, [207) 60 f., Schlick [224] 28fF, 35f.

(S. 40ff). A)Feststellung des physischen Raumgefiiges durch
Versuche; Ausmessung der Fliche f. Feststellung der Krimmung. Helmholtz
[103] 895 f., Einstein (52] 57, Born [17] 216ff. Dingler {40] 125 ist nur scheinbar
im Widerspruch hierzu; vgl. den »manuellen Aufbau der Geometrie« 187 ff. und
[46) 122, s. u. B): aus T und M ergibt sich R eindeutig; ebenso Poincaré [204]
88 ff.; P’s Einwand, der Raum wiirde so zugleich als euklidisch und nichteakl
gefunden werden koénnen, trifft zu; das hingt eben von der Wahl der MaBsetzung
ab. Uebrigens ist aber auch ohne eine solche durch die angegebenen Punktbe-
rithrungen wenn auch kein metrischer, so doch ein topologischer physischer Raum
bestimmt.

Zur wirklichen Ausfithrung von (astronom.) Versuchen: bes.
Schwarzschild [236]. Engel [56) 216, Lnriques [58) 286 ff., Study [249] 97 ff,
Poincaré {204] 74, Lindemann Anm. dazu {204] 292.

Durch unsre Darlegung der Versuche ist die Auffassung widerlegt, als
setzten solche das Ergebnis immer schon voraus oder miiiten not-
wendig euklidisch ausfallen: Miller (17.2] 125 f., Weinstein (259) 37, Honigswald
[115 a] 80, Natorp {179] 801, Cornelius [29a] 218. Mit Recht wird dieser Auf-
fassung widersprochen von: Study [249] 113, Medicus [764] 35f.

(8. 46 ). B) Wahl der Raumart, Bestimmung der dazugeho-
rigen MaBsetzung: Dies Verfahren ist allgemein iiblich in der bisherigen
Physik, und zwar Wahl des euklidischen Raumes. Jedoch findet es sich ausge-
sprochen nur bei Dingler [40] 116 ff,, [45], [46], [47a] 26 ff, .

Zu unserm Beispiel: die Erde als Ebene. Nicht zu verwechseln
mit dem Beispiel einer nichteuklidischen Welt bei Poincaré [204] 67 ff.,, wo nicht
die wirklich vorliegende, sondern eine erdachte physikalische Erfahrung zugrunde
gelegt wird; ebenso bei Helmholtz {99) 24 f. (und &hnlich nach ihm hiufig in der
Literatur).

Die dargelegte Méglichkeit, die Erde bei andrer MafSisetzung als Ebene auf-
zufassen, hat natiirlich nichts zu tun mit der Lehre von Barthel, Die Erde als
Totalebene (Leipz. 1914), die auf durchaus unwissenschaftlicher Spekulation
beruht.
(S. 52). Aenderung der Naturgesetze bei Zugrundelegung einer andern
Raumform: Helmholtz [99] 29, Killing (128], Schlick [224] 32.

(S. 564). Das Funktionalverh#ltnis zwischen Raumart, MaB-
setzung und Tatbestand:

1) R und T nicht eindeutig einander zugeordnet. Helmholtz
[99) 29, Wellstein (260} 126, 188 f, Bauch (3] 111ff, Natorp [179] 302, 314,
Cassirer [25) 142, [26] 101 ff,, Poincaré (204] 73 ff, Dingler [42] 47, 30, 104, {46]
119 ff,, 128, |47a] Teil I, Nelson {180] 396 ff., Holder [123] 70 f., Wien [271] 52,
Kleinpeter [138), 110, Becher [7] 181, Petzoldt [199), (200] 83, 120f., Aster [2]
241, Schlick [223) 299 ff,, [224] 31 ff, Geiringer (78] 654f. Hierbei wird aber
hiufig ibersehen (jedoch nicht von Helmholtz, Wellstein, Petzold, Dingler, Schlick,
Geiringer), da8, wenn eine MaBsetzung aufgestellt ist, — und das ist
in der Physik stets stillschweigend der Fall, — diese Zuordnung doch ein-
deutig ist, s. 2).

Die Mehrdeutigkeit folgt nicht etwa nur aus der notwendigen
Ungenauigkeit der Messungen, wie es zuweilen aufgefaBt zu werden scheint,
2. B.: Killing [128a)] 18, [129) I 17f.,, Russell [217) 147, [218] 373, [220) 230,
Hausdorff [95] 4 f., Wellstein [260) 60, 77, Natorp [179} 316, Henry [104) 76, 84.

Ueberhaupt keine Briicke zwischen nichteuklidischer Geometrie (»Hirnge-
spinst«) und Erfahrung vermbgen zu erkennen: Pietzker [202), Kirschmann {130,
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Sigwart [240] 811, GeiBler [80], Driesch [49] 88, 41, 74, 222, Konig [140] 89,
Herbertz (105} 29 ff., Cornelius [29a] 218 f, Wundt [2735] 482 ff. (vgl. hierzu aber:
Killing [129) II 1981, Vo8 [256) 91 ff).

2) Jede der drei Bestimmungen folgt aber eindeutig aus den
beiden andern:

a)fM aus R und 7. Dingler [42) 47f, (40] 116£, (45), (46] 124, [47a)]
bes. 26 ff. '

b) B aus 7 und M. Dingler {40] 125 ff, [46] 124; da hier M aus R
Seuklid.) und 7' bestimmt ist, so kann allerdings kein andrer R als der eunkli-
ische sich ergeben; die andre Moglichkeit besteht aber auch: [46] 122, [47 a)
164. Helmholtz [99] 23 f., Einstein [52) 3ff., [54) 6, 10{,, 16, Schlick [224) 36, 55 £

(S. 55fL), 8) Forderung der Einfachheit der Gesamtdar-
stellung: Volkmann [255) 407, Schlick [223) 301 £, {224] 32 ff,, 88, Cassirer {26)
'109; und nicht dor ersten Setzungen (R oder M); so verfahrt dagegen
Dingler (Wahl des einfachsten R): (42] 47, 96 ff,, [40] 117, 132, [44] 433 &, [45)
[46] 119 ff., 123, [47a).

(8. 56 £.). a) DaB auf Grund der Einfachheitsforderung die euklidische
Raumartgegebenenfalls aufgegeben werden miBte, wird bedingungs-
weise zugegeben: Poincaré [204) 52, [207] 54f, Cassirer [25] 147, Becher (7]
181, Wien {271] 52, Wellstein [260] 144, Aster [2] 241, Honigswald [1151a) 79,
Bauch (3] 186 (hier nicht fiir den Fall gréBerer Einfachheit, sondern alleiniger
Moglichkeit). Heymans [109) geht dagegen unverstindlicherweise, — nach aus-
fuhrlicher Besprechung der Arbeiten von Riemann und Helmholtz! — immer von
der Voraussetzung aus, daB sunser« Raum euklidisch sei; man habe niemals das
Bedirfnis nach Messungen gehabt (S. 181), die Wahrscheinlichkeit fiur den nicht-
euklidischen Fall sei unendlich klein (S. 243).

Bei Aufgabe des euklidischen Raumes nicht Wahl eines bestimmten nicht-
euklidischen, sondern Aufstieg zu allgemeinerem Gefiige: Einstein [52] B9fT,,
Freundlich [74] 55 f., Born [17] 210 ff., Geiringer [78] 855 ff.

(5. 561.). b) Als Beispiel: allgemeine Relativititstheorie.
Der Raum in der Rel.-Th.: In erster - inie Weyl [264]. Ferner: Einstein
{52], [63), Freundlich [74) 42 ff., Born [17] 210—235, Bellien [238), Geiringer [78)
656 f. Erkenntnistheoretische Erérterungen: Cassirer [26] 98—115, Petzoldt [200},
Reichenbach [209], Einstein [54], Schlick [224], Haas [91]. Vgl. auch Riemann
[215] 20, und dazu Weyl [267] 45 ff.

(S. 41 u. 57). Die Sonderbetrachtung des Raumes (ohne die Zeit)
‘unterliegt bestimmter Beschrinkung: Minkowski [168], Einstein [51] 85f, [52]
191, 88, Cassirer [26] 91 f.; auch frither schon bemerkt von Czolbe [34 a] Kap. 7
»Die Zeit als vierte Dimension des Raumese, 51—55, und Palagyi (188] 1 ff. Zur
Maoglichkeit der Sonderbetrachtung: Weyl [264] 207.

(8.57f.). Die Raumverhidltnisse imSchwerefeld: Weyl 264] 207 fF.,
Born [17] 223 ff,, Freundlich {74] 42, Reichenbach [209| 21 ff." Vgl die be-
merkenswerte Vorausahnung von Clifford [28] 232f. AufGrundvon M, nicht-
euklidisch: Einstein [51] 122, [54] 6f, Weyl [264] 223, Born [17] 210f, Flamm
[66). Die grundsatsliche Mdglichkeit der Beibehaltung des eukli-
digchen Raumes: Born [17] 222, Schlick [223] 802, [224] 85, 47, Einstein
554] 7f.; die Betonung der Unméglichkeit bei Reichenbach [209] 8, 27, 104 ist

urchaus. hiermit in Uebereinstimmung, da dabei, wie in der Physik tiblich, als

MafBsetzung stets stillschweigend M, vorausgesetzt wird. Erwigungen zugunsten
der Beibehaltung des euklidischen Raumes: Dingler [42] 96 ff., [46] 125, [47]
[47 a]; vgl. aber oben 3).
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(S. 60). IV. Das gegenseitige Verhiiltnis der drei Raumbedeutungen.
Ostwald [183] 19 »>Zuordnunge«; die Gegenbezie-

i . hung: Dingler [47a] 76 »logische Abbildungs.
} »Einsetaunge H%lsserl [1219] 26 f. »Entformalisierung oder Aus-
R filllung — Subsumtions.
»Unterordnunge. ' Vgl. Bauch 3] 25 aber die notwendige Voraus-

setzung eines »>Subsumtionsallgemeinen« fiir In-
R duktion, Bauch [4] 825 ff. dber den Begriff als
Moglichkeitshedingung des Konkreten, .
Die Lehre vom B — vom Ii' —-Ovc;ml B” als Fall des alllgem%ne:en
i haltnisses: »formale Ontologie — regionale Onto-
lvglgsginsf-mt’f‘s::l;achenwissenscha_ftc, so Husser! [119] 30f, 111f, [118]
221ff. (Hinweis auf Leibniz’ mathesis universalis, vgl. [151], auch [146]),
248 ff. (hier ist aber die irrige, fir den Gedankengang der ausgezeichneten Dar-
legung jedoch nicht wesentliche Auffassung zu beanstanden, da8 sunser Raum der
Erscheinungswelte, also wohl B, unbedingt als euklidisch anzusehen sei). Driesch
{60] »allgemeine Ordnungslehre — Lebre vom Sosein (darin: Lebre vom Raum
als einer bestimmten Ordnungsbesonderheit) — Lehre von der Ordaung des Na-
turwirklichene. Ostwald: die drei ersten Stufen der Wissenschaftspyramide [186],
[283], Anwendung auf die Farbenlehre [187] 7fl. Kleinpeter [138] 87 »operative
Wissénschaften (Kombinatorik, Arithmetik, Loglk) — Geometrie — Realwissen-
schaften (Physik usw.)«. Cohn (29) 334 srein konstruierende — Allgemeines
nachkonstruierende — Besonderes nachkonstruierende Wissenschaftene.
Unseren Raumbedeutungen entsprechen etwa .bel Russell [.217] 146 f. »com-
plex of relations — intuitive space — actually given space<; bei Muller [172]
132 f. sRaum der Mathematik — psychologischer Raum (= R’?) — Erfahrungs-
raume; bei Pasch [191] 185 »>hypothetische Geometrie — (Geom. der) mathem.,
— (G. ;l.) physischen Punkte«; bei Enriques [59] 8 »abstrakte Riume — gewdhal,
intuitiver Raum — physischer Raume. Dagegen entsprechen ihnen mcht_ : Konig
[240] »Anschauungs- — geometrischer — pl}ystscher Raume«; 1 und 3 smgi von
ons nicht behandelt, 2 ist B’. Ferner auch nicht: Hausdorff [95] »mathematischer,
empirischer, absoluter Raume; 2 ist von uns nicht behandelt, 3 kann fiberhaupt
nicht Gegeﬂstand der Erkenntnis sein, 1 umfaBt aber unsre drei Bedeutungen,
vgl. 8. 6: »in drei Beziehungen also, im Denken, in der Erfahrung, in der An-
schauung haben wir Spielraum und Wahlfreiheit unter zahllosen Gestaltungen
des mathematischen Raumess. ) ) )
(8. 61). Der Zweck der Aufstellung von E und I’ liegt im R”:
Ordnung der Exfahrung in raumlicher Hinsicht. Poincaré [205] 961,
[207] 86, Cassirer [23] 42, [25] z.B. 246 u. a, [26] 881, Kneser [159] 13,
Hauadorff [95] 4, Wellstein [260] 148, Schlick [223] 35f. Als reinster Ausdruck
des Verbiltnisses erscheint die Kantische Auffassung des R’ (vielleicht auch des
R, worauf einige Ausspriiche hindenten konnten, vgl. Bauch [5] 178, 182 Anm.,)
als synthetischer Gesetzlichkeit fiir die Ordnung der Erfabrung, also des R'.
Vgl. Bauch [5] 177 ff.,, Natorp [778] 8, 46 f,, Christiansen {27] 140 f. Ueber die
Bedeutung dieser Gesetzlichkeit als Funktion: Cassirer [25], Bauch [4].

(S. 62). V. Raumerkenntnis und Erfahrung.
a) Die Quellen der Raumerkenntnis.

Zur Unterscheidung zwischen Erkenntnisquelle im Sinne des
logischen Rechtsgrundes und (psychologischer) Entstehung: Kant [125] 647
sentspringen — anhebene, Baunch [3] 96 »sich begriitnden — herstammen«, Meinong

66] 62 »Legitimation -— Provenienze. i )

(66] R z:ungrundsatzen der Logik, erfahrungsunabhangig, s. d.
it. unter I, bes. Couturat [31]. o .
Lt u;?.'e:.u’s Wesensers([:hg.uung, erfahrungsunabhéngig, s. d. Lit

unter II, bes. Husserl [129] 10 ff.
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(S. 63). R"auslInduktion, Erfahrungserkenntnis: Lobatschefskij
(58] 76 ff, Riemann [215] 16 ff,, Kleinpeter [137] 42, [138) 107 ff, Study (249]

97 ff.,, Enriques [58] 269 ff,, Medicus [164] 34ff. "Hier wird aber immer die er-

forderliche MaBsetzung entweder nicht beachtet oder, wie gewshnlich in der Physik,
nur stillschweigend vorausgesetst. Da ohne Festsetzung einer MaBsetzung R”
(als metrisches Gefiige) nicht durch Erfahrung bestimmt werden kann, so hat
andrerseits auch die meist vertretene Auffassung der Erfahrungsunabhingigkeit
des R” ein gewisses Recht; s. hierzu die unter »III, Funktionalverhaltnis, 1) R
u. T nicht eindeutig . . .« genannten Schriften, ferner Konig [140] 92 f Die
Entscheidung zwischen den beiden streitenden Auffassungen hingt also von dem
gewdhnlich nicht erérterten Umstande ab, ob eine MaBsetzung vorausgesetzt wird
oder nicht.

(8. 63ff). Widersprechende Auffassungen iiber die Quellen
der Raumerkenntnis infolge Verschiedenheit der Raumbeden-
tungen:

1) inbezug auf R’; Kants >synthetische Urteile a prioris.
Kant [125] 48—-57, 153—162, [126] § 2,2, § 6—13, vgl. Bauch [5] 160f.,
Cassirer [24] II 542 ff. Bauch (3] 111 ff. (S. 116 ausdriickliche Un-
terscheidung zwischen B’ und R”), Heymans [109] 160 ff. (iiber R: 164), Husserl
[119] 81, Konig [140] 92f., Nelson [180] 895 ff, Natorp [179] 302, 315, 318,
Gerstel [81] 108 ff,, Kirschmann %130], Tobias [251) 88—77, Sigwart [240] 82,
Hanigswald [114], Aster [2] 193 ff,, 223 ff. Meist ausdriicklicher Gegensatz zu
Gan8, Riemann, Helmholtz. - -

2) Gegen Kant, a) inbezug auf R: Russell [217] 61, 146, [216] 456 ff., -

Couturat [92] 292 ff,, [51] 218, Poincaré [204] 50 f.. Wellstein [260:{ 100, Driesch
[50) 117 £, Petzold [198] 195 f, Bergmann [8], Miller [173] 843, Schlick [223] 297.
b) inbezug auf B”: GauB [76] 177, [56] 227, Helmholtz [99] 221, [201)
229 ff., [103] 896 (Irrtum ist aber, daB nicht auBerdem B’ moglich sei), Wellstein
[260] 128, 138 f., Kleinpeter [137] 42, Mach (162] 389 f, Erdmann [64], Bonola
[25] 96, Study [249] 117, Born [17] 220, Geiringer [78] 653. .

(8. 65). b)Der Raum als Beuingung der Erfahrung.

(S. 67).” Kants Lehre von der transzendental-logischen Bedeutung des
Raumes-als Bedingung zur Moglichkeit jeder Erfahrung ist zwar
durch. die Entwicklung der Geometrie nicht erschiittert: Natorp [179] 309,
Nelson [180] 886 ff., Sellien [238] 56; Helmholtz [100] 641, [103] 405f, Muller
[172] 182, aber von dem dreistufigen euklidischen Ranm auf ein allgemei-
neres Gefiige zu ibertragen.

Zu den Merkmalen desjenigen Raumgefiiges, das die den Erfahrungs-
gegenstand konstitnmierende Raumgesetzlichkeit darstellt, ge-
horen nicht:

(S. 66). 1) Dreistufigkeit. Russell [217] 162, Poincaré [204] 53, [205]
50 ff., 94ff, [206] 98 &, [207] 86 f., 97f, Medicus [164] 14f, 25, Simon [241]
26 ff,, Aster [2] 250, Isenkrahe (5122] 69, Dingler [47a] 12 fr.

Die Dreistufigkeit fordern dagegen: Kant [124] (weist in § 9 einen Beweis-
versuch von Leibniz ab, versucht aber § 10 selbst eine Ableitung), Helmholtz [99]
28, Kirschmann [730] 895, Schmitz-Dumont [227] 149, Killing [229] I 267f,
Liebmann [155] 77 ff, Riehl [212] 184, Wundt [273] 482, Natorp [179] 306 ff.,
[175] 8838 £, [178] 52 ., [177] 7 1. (diese ausfithrliche Ableitung enthdlt einen for-
malen Fehler), Couturat [32] 817, Schultz [234] 29, Herbertz [105] 85 f., Driesch
[49] 88, GeiSler [80] 185,

2) euklidische Beschaffenheit (»Ebenheit<): Helmholtz [99] 22,
Russell [217] 61, Poincaré [204] 53, Wellstein [260] 142ff., Medicus [164] 15,
Christiansen [27] 138.

Dagegen halten am euklidischen Raum fest: Kirschmann [130], Schmitz-
Dumont [227] 1481, Sigwart 5,1240] 81f, Liebmann [155] 77 ff, GeiBler [80],
Honigswald [114] 891, vgl. jedoch [715a] 80, Wundt [273] 482, Driesch [49] 41,
Bauch [3] 125 ff,, Natorp [179] 307 ff., 312 (gegen ibn: Miller [172] 129), Schultz
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3 ., Meinong [166) 80—91, Sellien [238] 48. Als Grund wird mehrfach
gi‘?e]fﬁ%ﬁf,’ da.Be nutgdi[e Gi]setze des euklidiscl[mn %{aumes von einer absoluten Linge
unabhingig sind : Kirschmann (130] 356 f., Kounig [140] 94, 223, GeiBler [80] 54,
Cohn [29] 248, Gerstel [81] 110, Cornelius [29a] 218, vgl. Aster (2] 226, 237;
dagegen aber: Russell [217] 110 ff., Maller [772] 130, Dittrich [48). .

(S. 66). Aus der Forderung der Eindeutigkeit kann nicht auf eukli-
dische Beschaffenheit geschlossen werden; so aber: Pietzker [202] 6, Natorp [279]
307 ff, 816, 322 f, Bauch [3] 133 . Dagegen: Cassirer [26] 100. Noch weniger
aus der Forderung der Homogeneitat (vgl. oben mater: II, metr. Raumarten,
Homog.); zudem ist diese Forderung selbst zweifelhaft, 5. 3). .

3) konstante Krimmung (Homogeneitit und Isotropie): Medicus [164)
17, Hausdorff [95] 10, Delboeuf [18] 69 ff,, Hartmanu [93] 375 ff. (Vgl. auch:

111, Funktionalverh. 3b, Relat.-Th.). ]
’ "Dagegen fordern Homogeneitat: Riehl [212) 133, 178, Russell [217] 137,

49 ff., Aster [2] 237 f., Henry [104] 92. o
149&11)Asﬁ?)e£'gaupt, metzigch]e Eigenschaften: Poincaré [205] 481,
Cassirer [25] 115 ff. (aus diesen Darlegungen wiirde aber mit groferem Recht die
Topologie zur »apriorischen Grundwissenschaft vom Raume zu erkldren sein, a.lg
die projektive Geometrie; 8. o. 1I, Begriff d. proj. Geom.). o E

(S. 67). Aus den negativen Bestimmungen 1—4 folgt: das die r-
fahrung konstituierende Raumgefiige ist der Ry, womit dann auch
die transzendental-logische Bedeutung von dessen formaler Gesetzlichkeit, dem

Ry, gegeben ist.



